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Resumen

El uso de varias antenas en el transmisor y en el receptor de un sistema de comunicaciones
inalambricas da lugar a un canal con diversidad que habitualmente se denomina MIMO
(Multiple Input Multiple Output). La principal caracteristica de este tipo de canales es que su
capacidad' aumenta, para una relacién sefial a ruido (SNR) fija, al incrementar el nimero de
antenas transmisoras y receptoras. Una mayor capacidad del canal implica una mayor eficiencia
espectral o, equivalentemente, una mayor velocidad de transmision utilizando el mismo ancho
de banda, un recurso cada vez mas limitado y costoso. Es por ello que los sistemas MIMO son
una tecnologia clave en la cuarta generacion (4G) de telefonia movil.

La detecciéon Optima (maximum a posteriori o MAP) en un sistema MIMO tiene
una complejidad computacional que crece exponencialmente con el nimero de antenas
transmisoras, lo que dificulta su implementacion préctica. Recientemente se ha propuesto el
uso de métodos secuenciales de Monte Carlo (SMC) para llevar a cabo la igualacién cuasi-
optima de canales MIMO. Los métodos SMC, también conocidos como filtrado de particulas,
son técnicas basadas en simulacion cuyo objetivo es la aproximacion recursiva de distribuciones
de probabilidad de interés mediante muestras de otra distribucion conocida como tentativa. Se
utilizan principalmente para estimar la sefial no observada en sistemas dindmicos en formato de
espacio de estados. El proceso de transmision a través de un canal MIMO se puede modelar
como uno de tales sistemas, lo que permite aplicar la metodologia SMC para detectar la
secuencia de simbolos transmitidos.

La mayor parte de los métodos de filtrado de particulas que se pueden encontrar en la
literatura para la igualacién de canales MIMO tienen también una complejidad exponencial en
el nimero de antenas transmisoras. En este trabajo se presentan algoritmos SMC que superan
esta limitacion mediante un adecuado disefio de las correspondientes funciones tentativas que
hace posible muestrearlas con una carga computacional menor y que, en ultima instancia, da
lugar a una complejidad cubica en el nimero de antenas transmisoras. Los métodos propuestos
estan especialmente disefiados para canales MIMO (desconocidos) selectivos en tiempo y en
frecuencia. Las simulaciones llevadas a cabo demuestran que alcanzan un rendimiento muy
préximo al del igualador SMC 6ptimo con un coste computacional mucho menor.

La segunda parte de este trabajo aborda el problema de la igualacién de un canal MIMO
selectivo en frecuencia cuando la longitud de su respuesta al impulso, generalmente conocida
como el orden del canal, es desconocida. Esta es una situacién muy comiin en la prictica,
y la aproximacion mas habitual para afrontarla consiste en considerar un orden de canal
elevado (posiblemente sobreestimando el auténtico) para de esa manera evitar la enorme pérdida
de rendimiento que sufre un receptor que asume un orden inferior al verdadero. Pero la
complejidad computacional de los detectores MAP y de maxima verosimilitud (MV) en un

'La capacidad de un canal de comunicaciones es la mixima velocidad de transmisién a la que es posible
alcanzar una probabilidad de error arbitrariamente pequefia (cuando el emisor y el receptor no estdn sujetos a
ninguna restriccion).
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canal MIMO crece exponencialmente (ademds de con el nimero de antenas transmisoras) con
la longitud de la respuesta al impulso del canal. Asi pues, sobreestimar el orden del canal
incrementa la complejidad computacional del receptor. Ademds, tal y como se verd en el
apartado de simulaciones, también da lugar a una progresiva pérdida de rendimiento a medida
que el orden de canal considerado se aleja (por encima) del verdadero. En esta tesis se presentan
dos métodos de igualacion de canales MIMO capaces de estimar el orden del canal. Uno de
ellos es una extension a los métodos SMC de complejidad reducida anteriormente propuestos
que tiene en cuenta la incertidumbre asociada al orden del canal. El algoritmo resultante todavia
tiene una complejidad cubica en el nimero de antenas transmisoras, y Unicamente experimenta
una pérdida de rendimiento significativa con respecto a los métodos propuestos que si conocen
el orden del canal cuando la relacion sefial a ruido del sistema es alta. El otro método presentado
estd basado en la idea de procesado por supervivientes (PSP) y, a costa de una complejidad
exponencial en el nimero antenas transmisoras (aunque lineal en el de valores que puede tomar
el orden del canal), alcanza un rendimiento muy cercano al 6ptimo.
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Summary

The use of several antennas in both the transmitter and the receiver of a wireless
communications system leads to a channel with diversity, usually known as MIMO (Multiple
Input Multiple Output). The main advantage of this kind of channels is that their capacity?
increases, for a fixed signal to noise ratio (SNR), as the number of transmitting and receiving
antennas grows. A higher channel capacity entails a higher spectral efficiency i.e., a higher
transmission velocity employing the same bandwidth, the latter being a limited and expensive
resource. This is the essential reason why MIMO systems are regarded as a key technology in
the fourth generation (4G) of mobile telephony.

Optimal detection (maximum a posteriori or MAP) in a MIMO system has a complexity
that grows exponentially with the number of transmitting antennas, which makes practical
implementations hard. Recently, the application of sequential Monte Carlo (SMC) methods
to quasi-optimal MIMO channel equalization has been proposed. SMC methods, also known
as particle filtering, are simulation-based techniques that aim at the recursive approximation
of probability distributions of interest by drawing samples from another distribution known
as proposal or importance function. They are mainly used to estimate the hidden signal of
a dynamic system in state-space form. The transmission through a MIMO channel can be
modelled as such system, which allows for the SMC framework to be applied to the detection
of the transmitted symbols sequence.

Most of the particle filtering methods that can be found in the literature for the equalization
of MIMO channels also have an exponential complexity with respect to the number of
transmitting antennas. In this work, new SMC algorithms that overcome this limitation are
introduced. They rely on an convenient design of the proposal functions that allows for them
to be sampled with a lower computational burden, which results in a cubic complexity on the
number of transmitting antennas. The proposal methods have been specifically designed for
(unknown) frequency and time selective MIMO channels, and the simulations carried out show
that they achieve a performance very close to that of the SMC optimal equalizer but involve a
much lower computational load.

The second part of the present work tackles the problem of the equalization of a MIMO
channel when the length of its channel impulse response (CIR), generally referred to as the
channel order, is unknown. This is a common situation in practice, and the most usual approach
consists in considering a high channel order (that possibly overestimates the real one) in order to
avoid the huge performance degradation that a receiver assuming a channel order below the true
one suffers. However, the computational complexity of MAP and maximum likelihood (ML)
detectors for MIMO channel not only grows exponentially with the number of transmitting
antennas, but also with the length of the CIR. Therefore, overestimating the channel order
increases the computational complexity of the receptor. Moreover, as it will be seen in the

The capacity of a communications channel is the highest transmission velocity which allows for arbitrarily
small error probability at the receiver (when neither transmitter nor the receiver are subject to any constraints).
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simulations chapter, it also leads to a performance loss that aggravates as the assumed channel
order gets far above the true one. In this thesis, two methods that estimate the channel order are
introduced. One of them is an extension of the complexity-constrained methods proposed earlier
able to handle the uncertainty associated with the channel order. The resulting algorithms still
have a cubic complexity on the number of input streams, and its performance only degrades,
compared to that of the proposed methods that have perfect knowledge of the channel order,
when the system SNR is high. The other presented method is based on the concept of per-
survivor processing (PSP) and, at the expense of an exponential complexity on the number of
transmitting antennas (although linear on the number of possible channel orders), achieves a
nearly optimal performance.
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Capitulo 1

Introduccion

Vamos a abordar el problema de la deteccién de la secuencia de datos transmitida en
sistemas de comunicacion inalambrica con multiples antenas transmisoras y multiples antenas
receptoras (MIMO,del inglés Multiple Input Multiple Output). Se sabe que la complejidad del
receptor Optimo es en este caso exponencial en el nimero de antenas emisoras y en longitud de la
respuesta al impulso del canal [1]. La primera parte de este trabajo se dedica a explorar nuevas
aproximaciones al problema basadas en métodos secuenciales de Monte Carlo que reducen
sustancialmente dicha carga computacional sin que por ello se degrade el rendimiento de manera
significativa. En la segunda parte de la tesis se estudian las dificultades adicionales que surgen
cuando la longitud de la respuesta al impulso del canal es desconocida, y se proponen algoritmos
capaces de operar en tales condiciones.

Este capitulo comienza con una breve panordmica de los actuales sistemas de
comunicaciones inalambricas y sus limitaciones, que sirve para poner en contexto el problema
de la demodulacién en canales MIMO. Se discuten a continuacion los métodos secuenciales de
Monte Carlo [2] como herramienta de tratamiento de sefiales y su aplicacion a problemas de
comunicaciones como el planteado en este trabajo. El capitulo concluye con una descripcion de
la organizacion del resto de la memoria.

1.1. Comunicaciones inalambricas

Un sistema de comunicacion inaldmbrica permite transferir informacion entre dos entidades
(el emisor y el receptor) sin que exista un medio fisico guiado (un cable) entre ambos. La
construccidn del primer sistema de estas caracteristicas se atribuye a Guglielmo Marconi en el
afio 1895. El radiotelégrafo ideado por éste prob6 que las ondas electromagnéticas, que Maxwell
habia caracterizado matematicamente en el afio 1865 y cuya existencia habia demostrado Hertz
en el 1887 [3], podian en verdad emplearse para transmitir informacién. Dicha informacion es
ya a comienzos del siglo XX musica y voz, lo cual supone el nacimiento de la radio moderna.
Las aplicaciones que desde entonces han encontrado los sistemas de comunicacion sin hilos son
incontables. Algunas de ellas, como la radio y la television, han tenido una enorme repercusion
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y ya forman parte del legado cultural del pasado siglo. Otras, como por ejemplo los sistemas
globales de navegacion por satélite (GNSS, del inglés Global Navigation Satellite System) tales
como el GPS (Global Positioning System) americano o su equivalente europeo, GALILEO
(todavia en desarrollo), son de uso cada vez mds comun gracias a los avances en la tecnologia
digital, que han permitido abaratar el coste del hardware necesario para sacarles partido.

Cualquier medio que permita la propagacion de ondas electromagnéticas puede hacer el
papel de canal en un sistema de comunicacion inaldmbrica. Asi pues, ain cuando el emisor y
el receptor estén muy alejados entre si, todavia es posible disponer de un medio de transmision
(mds o menos hostil, dependiendo de la distancia y el entorno que los separe) entre ellos. Esta
es una de las principales ventajas de los sistemas de comunicaciones inaldmbricas: permiten
transmitir informacion entre localizaciones muy remotas (piénsese en los satélites que proveen
la sefial GPS, orbitando alrededor de la Tierra a distancias comprendidas entre los 5 y los 20
kilémetros [4]), entre las cuales seria dificil o imposible extender un cable o medio guiado.

Otra de las ventajas inherentes a un canal inaldmbrico es la movilidad. Algunos autores
[5] diferencian entre movilidad y portabilidad entendiendo que el primer término alude a la
capacidad que tiene un usuario de beneficiarse de un mismo servicio en diferentes lugares (sin
que ello suponga que el emisor o el receptor del sistema o sistemas de comunicacién implicados
se desplacen) y el segundo a la posibilidad de que el emisor o el receptor varien su posicion
sin que se interrumpa el funcionamiento del sistema. Cuando aqui hablemos de movilidad nos
estaremos refiriendo a esta segunda idea, en la que se sustentan aplicaciones tales como la
telefonia movil o las redes de ordenadores Wi-Fi.

Si bien las ventajas de un sistema comunicacion inalambrica son evidentes ain sin saber
nada acerca de la implementacién del mismo, no ocurre lo mismo con sus inconvenientes,
cuya naturaleza es mas técnica y dependiente de cada sistema particular. Aqui Unicamente
mencionaremos las mds comunes sin centrarnos en ningun tipo de sistema concreto.

El canal radio, el medio de transmision en un sistema de comunicacion inalambrica, es
un medio hostil. Fenomenos como las pérdidas por propagacion (la potencia de la sefial que
llega al receptor disminuye con la distancia que lo separa del emisor), el multitrayecto (que
puede ocasionar interferencia intersimbdlica) o la naturaleza cambiante del canal, hacen que la
recuperacion de la sefial transmitida sea una tarea mucho mas complicada que en un sistema con
hilos [6]. Esto esta estrechamente relacionado con el rendimiento del sistema, que tendra una
tasa de fallos mayor, lo cual a su vez repercute en la velocidad de transmision.

Otros inconvenientes asociados a las comunicaciones inaldmbricas tienen que ver con el
hecho de utilizar un medio de transmisiéon compartido. En primer lugar, en un sistema de
comunicaciones con hilos se puede controlar (en cierta medida) qué usuarios o dispositivos
tienen acceso al medio. En un canal inaldmbrico, un intruso situado en un entorno del emisor o
del receptor podria “escuchar” las sefales intercambiadas por éstos. Esto plantea problemas de
seguridad y privacidad, que pueden combatirse mediante el uso de técnicas de cifrado [7], pero
s6lo hasta cierto punto. Por otro lado, el espectro electromagnético es un recurso limitado que
debe ser compartido por los diferentes servicios que utilizan el canal radio, lo cual restringe el
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ancho de banda de que dispone cada uno de ellos.

A todo lo dicho cabe afiadir que, con frecuencia, los dispositivos emisor y/o receptor
implicados en un sistema de comunicaciones inaldmbricas son méviles y funcionan mediante
baterias, por lo que su consumo de energia (y por tanto, su potencia de calculo) estd limitado

1.2. Panorama actual de las comunicaciones moviles

La telefonia mévil ha jugado desde sus origenes, alld por los afios ochenta, un papel
fundamental en el desarrollo de los sistemas de comunicacion inaldmbrica. Las técnicas de
transmision empleadas por éstos sistemas se han ido sofisticando cada vez mas para hacer
posibles las velocidades de transmision requeridas por los nuevos servicios demandados por los
usuarios. La segunda generacion de telefonia mévil (2G) sélo permite el envio sefiales de voz
o tramas de datos cortas y, asi, el estindar GSM (Global System for Mobile Communications)
dominante en Europa tan solo es capaz de transmitir datos a 9,6 kbps [8]. Su combinacion con
GPRS (General Packet Radio Service), en lo que se conoce como 2.5G, ofrece la posibilidad de
transferir contenidos multimedia, pero la tasa de transferencia es de tan solo 114 kbps [8]. La
tercera generacion (3G) vio la luz a comienzos de la presente década y es una implementacion
de la recomendacion técnica IMT-2000 (International Mobile Telecommunications by the year
2000) [9]. Fue desarrollada teniendo en mente servicios tales como el envio de imédgenes y
video, o la conexién a internet de banda ancha, y ya permite velocidades de hasta 2 Mbps. Esto
abre la puerta a toda una serie de aplicaciones, impensables hace unos pocos afios, de las que
se puede beneficiar cualquier poseedor de un teléfono mévil de tercera generacion (en Espafia
el nimero de terminales 3G vendidos supera actualmente los 10 millones).

El desarrollo de las comunicaciones inaldmbricas no s6lo ha mejorado las capacidades
de los teléfonos celulares, sino que ha expandido el uso de estas tecnologias a entornos en
los que, hasta hace muy poco, la transmisiéon con hilos era la tnica alternativa viable. Las
redes de ordenadores inaldmbricas, abanderadas por el logo Wi-Fi [10], han experimentado
un enorme crecimiento en los dltimos afos y su presencia ya no se limita inicamente a lugares
publicos, en los que constituyen una forma ficil y econdmica de ofrecer acceso a internet a
un conjunto variable de usuarios. Hoy en dia, son muchos los hogares que utilizan redes Wi-
Fi, ya sea para hacer llegar la conexion a internet a cualquier parte de la casa o simplemente
por comodidad (para prescindir de cableado). La tecnologia Wi-Fi permite construir redes de
area local inaldmbricas (WLAN, del inglés Wireless Local Area Network) con velocidades de
transmision de hasta 30 Mbps. El estandar IEEE802.16, cominmente denominado WiMAX
(Worldwide Interoperability for Microwave Access), promete tasas de transferencia de 75
Mbps y un drea de servicio de 50 kilometros [11], con lo que ya podriamos hablar de redes
inalambricas de area metropolitana 0 WMAN (Wireless Metropolitan Area Network).

Ademds de WLAN y WMAN, existe un tercer tipo de redes inaldmbricas pensado para
aquellas situaciones en las que emisor y receptor se hallan muy préximos: son las redes
inalambricas de area personal o WPAN (Wireless Personal Area Network). BlueTooth permite
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la comunicacién inaldmbrica entre dispositivos portatiles separados por distancias de hasta 200
metros con velocidades que alcanzan los 3 Mbps [9]. Otras tecnologias aun en desarrollo, como
por ejemplo UWB (Ultra Wide Band) [12] (basada en la transmision de pulsos de duracion
de muy corta, del orden de nanosegundos), permitiran velocidades de cientos de megabits por
segundo.

1.3. Miiltiples antenas en transmision y recepcion

Como ya se coment6 anteriormente en este capitulo, el espectro radioeléctrico es un recurso
limitado que debe ser compartido por los distintos usuarios y servicios del canal radio, por lo
que constantemente se estdn buscando nuevas formas de conseguir un mejor aprovechamiento
del mismo. Esto implica incrementar la eficiencia espectral, que no es sino la velocidad de
transmision por unidad de ancho de banda. En la siguiente generacion de telefonia movil (4G)
se esperan velocidades de transmision por encima de los 20 Mbps [10] que permitan el envio
de voz, musica y video de alta fidelidad. Esto plantea un nuevo reto que precisa de técnicas de
transmision mucho maés sofisticadas que las empleadas en 3G (cuya tasa de transferencia es 10
veces inferior).

Desde hace tiempo se sabe que la capacidad del canal radio se incrementa linealmente con
el minimo entre el nimero de antenas emisoras y el de receptoras [13]. Asi pues, utilizando
sistemas con varias antenas emisoras y varias antenas receptoras, denominados genéricamente
MIMO, se pueden conseguir importantes mejoras en la velocidad de transmision. Este tipo de
sistemas han acaparado la atencion de buena parte de la comunidad investigadora en los ultimos
afos [14, 15, 16, 17, 18] y son la base del modelo de sefial utilizado a lo largo de esta tesis.

Bésicamente, un sistema MIMO afiade una dimension espacial al canal de comunicaciones.
Si las antenas empleadas a ambos extremos del canal estan lo suficientemente separadas entre
si (la distancia entre dos antenas cualesquiera en el emisor o en el receptor es al menos la
mitad de la longitud de onda de la sefial transmitida), podemos considerar que cada par antena
transmisora-antena receptora constituye una canal de comunicaciones independiente de todos
los demas. En tal caso, la informacion radiada por cada antena transmisora “viaja” a través de
tantos subcanales diferentes como pares transmisor-receptor tenga el sistema. Esta diversidad
es la que da lugar al mencionado incremento en la capacidad (y prestaciones, por tanto) de los
sistemas MIMO.

Asi pues, la ventaja de este tipo de sistemas frente a los sistemas de comunicacion
inaldmbrica tradicionales constituidos por una tUnica antena emisora y una Unica antena
receptora, también conocidos como SISO (del inglés Single Input Single Output), es clara.
Los inconvenientes son una complejidad mucho mayor en la deteccion de la sefial transmitida,
tanto computacional (los receptores requieren mas memoria y potencia de cédlculo) como
conceptual (la derivacion de los algoritmos es mas complicada), y un mayor coste del sistema
de comunicaciones. En relacion a ésto ultimo, téngase en cuenta que atin asi el coste asociado al
despliegue de nuevas antenas es mucho menor que el asociado a adquirir mds ancho de banda.
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1.4. Meétodos Secuenciales de Monte Carlo

Los métodos de Monte Carlo son técnicas que permiten hacer inferencia sobre una magnitud
de interés utilizando muestras generadas mediante simulacion. Por lo general se utilizan en
aquellos problemas en los que, o bien no es posible obtener una solucién analitica, o bien ésta
es muy compleja.

La expresion “método de Monte Carlo” fue acufiada por el matematico polaco Stanslaw
Ulam en el 1946 [19] y hace referencia a uno de los casinos mds famosos de Monaco (las
actividades que tienen lugar en un casino son de naturaleza aleatoria y repetitiva, y esas son las
cualidades inherentes a todo método de Monte Carlo). Sin embargo, 15 afios antes Enrico Fermi
ya habia utilizado métodos de Monte Carlo en sus estudios relacionados con las propiedades del
neutrén y lo habia hecho basidndose en técnicas de muestreo estadistico [20]. En el afio 1954,
los autores de [21], uno de los trabajos pioneros en el uso de métodos de Monte Carlo, afirman
que éstos no son una innovacion, sino un nombre nuevo para algo ya existente.

Los métodos secuenciales de Monte Carlo (SMC), también conocidos como filtros de
particulas (FP), son una clase particular de métodos de Monte Carlo cuyo objetivo fundamental
es la aproximacion recursiva (secuencial) de distribuciones de probabilidad de interés mediante
muestras. Estas proceden, por lo general, de otra distribucién distinta de la que se pretende
aproximar y se ponderan mediante el principio de muestreo enfatizado (IS, del inglés
Importance Sampling), de tal manera que cuando se habla de métodos secuenciales Monte Carlo
(o de filtrado de particulas) el principio de IS también suele estar implicito.

La historia del primer proyecto ambicioso en el que se hizo uso de métodos de Monte Carlo
es relatada en [20] por uno de los investigadores que participaron en el mismo. Se trataba de
estudiar el comportamiento de los neutrones en un proceso de fision. Para llevar a cabo dicha
tarea disponian del primer ordenador de propdsito general: el ENIAC (Electronic Numerical
Integrator And Computer). Algunas pruebas y comparaciones con otras aproximaciones al
problema probaron la validez de los métodos de Monte Carlo y éstos despertaron el interés
de la comunidad cientifica. Si bien comenzaron a emplearse en el campo de la fisica [22], no
tardaron en ser adoptados como una nueva herramienta por otras disciplinas. Algunos autores
[2] refieren su uso en [23] para la simulacidn de largas cadenas de polimeros como la primera
aplicacion de los métodos de Monte Carlo secuenciales.

A pesar de todo lo expuesto, los métodos de Monte Carlo no comenzaron a
hacerse populares hasta los anos 90, cuando la potencia de los nuevos microprocesadores
permitié mejorar su eficacia' y, sobre todo, “democratizar” su uso, ya que antes de la llegada de
los ordenadores personales eran una herramienta al alcance de s6lo unos pocos.

En el campo del procesado de sefial, el interés despertado por los métodos secuenciales de
Monte Carlo surgi6 a raiz del bootstrap filter propuesto en [24]. Dicho trabajo introdujo por
primera vez la idea del remuestreo, fundamental en todo método de Monte Carlo secuencial, y

!Como veremos en el Capitulo 2, el rendimiento de cualquier método de Monte Carlo depende en gran medida
del nimero de muestras empleadas.
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sentd las bases de la aplicacion de esta metodologia al problema de la estimacion de la sefial no
observada en un sistema dindmico en formato de espacio de estados.

1.5. Igualacion de canales MIMO mediante métodos
secuenciales de Monte Carlo

El disefio de receptores para canales MIMO es conceptualmente complicado y su
implementacién computacionalmente costosa. En particular, la igualaciéon 6ptima de canales
MIMO tiene una complejidad exponencial en el nimero de antenas transmisoras [1], lo que la
convierte en una opcion inviable en la mayor parte de situaciones précticas. Inevitablemente,
este hecho ha atraido la atenciéon de numerosos investigadores en el dmbito del tratamiento
estadistico de sefiales, que han planteado la posibilidad de aplicar métodos secuenciales de
Monte Carlo a éste y otros problemas que surgen en el campo de las comunicaciones digitales
(véase el tutorial [2]). Asi, son numerosos los trabajos ([17, 25, 26, 27, 16] entre otros)
que han abordado el problema de la igualacidon cuasi-Optima (sin una degradacién notable
en el rendimiento) de canales MIMO utilizando técnicas SMC. En [17] se muestra que es
posible conseguir tasas de error de bit (BER, del inglés Bit Error Rate) casi 6ptimas utilizando
filtrado de particulas, pero la complejidad del esquema de muestreo propuesto sigue siendo
exponencial en el nimero de flujos de entrada. Los autores de [26] reducen la complejidad
de los algoritmos SMC agrupando particulas idénticas que son representadas como caminos
en un drbol. Una aproximacion similar es el detector M estocastico propuesto en [27] para el
sistema de codificacion BLAST (Bell Labs layered space-time) y aplicada en [28] al problema
de la deteccién multiusuario en sistemas de acceso multiple por division de codigo (CDMA, del
inglés Code Division Multiple Access). Las técnicas propuestas en [26] y [27] se explican con
mas detalle en las secciones 4.2.4 y 4.2.3, respectivamente.

Otra forma de reducir la complejidad de la deteccion en sistemas MIMO es mediante la
triangularizacion de la matriz de autocorrelacion de canal. Ejemplos de aplicacion de este
método en el contexto de los sistemas CDMA se pueden encontrar en [1] y, en combinacién
con FP, en [29]. Esquemas similares (basados en la descomposiciéon QR) para sistemas de
multiplexacion por divisién ortogonal de frecuencia (OFDM, Orthogonal Frequency-Division
multiplexing) se describen en [30, 31]. La triangularizacion de la matriz de autocorrelacion de
canal también ha sido utilizada conjuntamente con técnicas de filtrado de particulas para la
deteccion en canales MIMO genéricos. En [25, 16] los autores proponen un método iterativo
(turbo) para la estimacion del canal y la decodificacion de los datos transmitidos. En cada
iteracion, dada la dltima estimacién de canal disponible, la decodificacion se lleva a cabo
por medio de métodos secuenciales de Monte Carlo de manera similar a la descrita en [29].
Los datos detectados se utilizan entonces para actualizar la estimacion del canal mediante un
estimador convencional cuadratico.

Notese que ninguno de los trabajos arriba mencionados aborda el problema de la estimacion
conjunta del canal MIMO y los datos utilizando filtros de particulas. Este hecho es llamativo
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porque algunos autores han sefialado que aunque este tipo de técnicas son adecuadas para
problemas complejos que involucran la estimacion de variables discretas (los simbolos, en este
caso) y continuas (los coeficientes del canal), el problema que consiste tinicamente en la detectar
la secuencia transmitida se puede resolver mas eficientemente con métodos deterministicos o
semi-deterministicos [32].

En el Capitulo 5 se presentan nuevos métodos SMC para la estimacion conjunta del canal
y los datos en sistemas MIMO genéricos que evitan la complejidad exponencial en el nimero
de antenas transmisoras. Han sido disenados especificamente para canales selectivos en tiempo
y en frecuencia, por lo que que son especialmente adecuados para sistemas de comunicaciones
moviles o, en general, entornos cambiantes en los que no existe una buena linea de vision directa
entre emisor y receptor. Si bien no alcanzan el rendimiento del igualador SMC 6ptimo explicado
en la Seccion 4.2.2, ofrecen un atractivo compromiso entre la complejidad y el rendimiento.

1.6. Canales MIMO de orden desconocido

En la igualacién de canales MIMO selectivos en frecuencia normalmente se asume que la
longitud de la respuesta al impulso del canal, también conocida como el orden del canal, es
conocida. Sin embargo, esto no es cierto en la mayor parte de casos practicos y, para evitar
la importante degradacion de rendimiento que ocurre cuando se subestima el orden del canal,
suele asumirse un orden elevado, posiblemente mayor que el verdadero (en cuyo caso se dice
que el orden del canal estd siendo sobreestimado). Esta aproximacion tiene dos inconvenientes:
por un lado da lugar a una pérdida progresiva de rendimiento a medida que el orden considerado
se aleja del verdadero y, por otro, incrementa la complejidad del receptor.

Son pocos los trabajos que han abordado el problema de la estimacion del orden del canal y
menos aun los que lo han hecho para el caso de un sistema MIMO. Métodos basados en teoria
de la informacion, como el principio de la descripcién de menor longitud (MDL, del inglés
Minimum Description Length) [33] o el criterio de informacién de Akaike (AIC, del inglés
An Information Criterion) [34] han sido propuestos a tal efecto, pero dichas técnicas tienden
a sobreestimar el orden del canal cuando la SNR es alta [35, 36]. En [37] se propone una
nueva aproximacion para resolver el problema de la seleccion del modelo que mejor explica un
conjunto de observaciones. El método, acuiiado con el término CME (del inglés, Conditional
Model Estimator), tiene su origen en la teoria de estadisticos suficientes y su superioridad frente
al MDL es reivindicada por el autor del mismo. En [38] se utiliza para estimar el orden de un
canal con multiples entradas y una tnica salida (MISO, del inglés Multiple Input Single Output),
y una extension que permite su aplicacion a canales MIMO es derivada (aunque no se muestran
resultados numéricos). Sin embargo, CME esta basado en la suposicion de que el canal es fijo
a lo largo de toda la trama de observaciones, y el procesado de éstas ha de llevarse a cabo por
bloques, lo que impide su utilizacién de una manera adaptativa.

Una aproximacion al problema completamente diferente, basada en la minimizacién de la
combinacion de dos funciones de coste, es la expuesta en [39]. Los inconvenientes de esta
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técnica son que estd pensada Unicamente para canales con una dnica entrada y multiples salidas
(SIMO, Single Input Multiple Output) y que no considera canales variantes con el tiempo.

El uso de métodos de filtrado de particulas también ha sido propuesto para la igualacion
de canales selectivos en frecuencia de orden desconocido [40]. Aunque tales algoritmos son
efectivos, su complejidad es prohibitiva incluso para el sencillo sistema SISO utilizado en [40].
Una técnica similar aplicada a sistemas OFDM se puede encontrar en [41].

En el Capitulo 6 se presentan dos nuevos algoritmos que resuelven el problema de la
estimacion de los datos y el canal (incluyendo su orden) en canales MIMO variantes con
el tiempo. El primero de ellos extiende los métodos SMC del Capitulo 5 para manejar la
incertidumbre asociada al orden del canal y lo hace manteniendo la misma complejidad
(polinémica) en el nimero de antenas transmisoras. El segundo es un algoritmo determinista
basado en el concepto de procesado por supervivientes y, a costa de una complejidad
exponencial en el nimero de entradas, alcanza unos resultados comparables a los del algoritmo
que detecta la secuencia méas verosimil con pleno conocimiento de la informacion del estado del
canal. Ambos métodos calculan, en cada instante de tiempo, estimaciones de la probabilidad a
posteriori de cada uno de los posibles 6rdenes de canal considerados.

1.7. Organizacion de la tesis

El resto de la tesis esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se explican los
fundamentos de los métodos secuenciales de Monte Carlo y su aplicacién a la estimacién de la
sefal no observada en un sistema dindmico en formato de espacio de estados. El principio de
muestreo enfatizado (tanto en su forma original como en su version secuencial) y el remuestreo,
necesario debido al problema de la degeneracion de los pesos, son algunas de las ideas revisadas
en esta parte de la tesis. En la seccién dedicada al remuestreo se incluye ademds una breve
descripcion de algunos de los métodos mdas importantes. El capitulo se cierra con un resumen
de los resultados de convergencia mds relevantes en el contexto de los métodos SMC.

El modelo matematico que describe la transmisién en un sistema de comunicaciones
MIMO selectivo en frecuencia y en tiempo se introduce en el Capitulo 3. Junto con algunas
consideraciones acerca de la capacidad del canal MIMO, las ecuaciones que constituyen la base
sobre la cual se disefian todos los algoritmos presentados a lo largo de la tesis se encuentran en
dicho capitulo .

En el Capitulo 4 se revisan brevemente algunos de los procedimientos ya existentes para
la igualacién de canales MIMO, distinguiendo claramente entre los que hacen uso de la
metodologia SMC y las técnicas convencionales de naturaleza determinista.

Los métodos de filtrado de particulas de complejidad reducida para la igualacion de
canales MIMO que constituyen el tema central de este trabajo se explican en el Capitulo
5, mientras que el Capitulo 6 estd dedicado a la igualacién de canales MIMO de orden
desconocido. En éste dltimo, el modelo de sefial del Capitulo 3 es extendido para tener en
cuenta la incertidumbre ahora asociada al orden del canal. Algunas aproximaciones anteriores
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al problema son discutidas entonces, antes de introducir los métodos propuestos en este trabajo.
Los resultados de las simulaciones llevadas a cabo para probar la eficacia de todos los algoritmos
propuestos se encuentran en el Capitulo 7 junto con un andlisis detallado de las mismos.

Por dltimo, el Capitulo 8 esta dedicado a las conclusiones y posibles lineas de investigacion

futura.
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Capitulo 2

Meétodos de Monte Carlo Secuenciales

En este capitulo se explican los fundamentos y la motivacion de los métodos secuenciales
de Monte Carlo (SMC). También conocidos como filtros de particulas (FP), son un conjunto
de técnicas basadas en simulacién cuyo objetivo es la aproximacion recursiva de distribuciones
de probabilidad. Se basan en el principio de muestreo enfatizado (IS, del inglés Importance
Sampling) para obtener un conjunto de muestras que, junto con sus pesos asociados, constituyen
una aproximacion discreta de la funcién de densidad de probabilidad de interés.

Los métodos secuenciales de Monte Carlo fueron desarrollados en los afios cincuenta para
la simulacién de largas cadenas de polimeros [21, 23]. Sin embargo, no fue hasta cuatro
décadas después, coincidiendo con un sustancial incremento en la potencia de calculo de los
ordenadores, cuando suscitaron el interés de la comunidad cientifica y su ambito de aplicacién
se extendi6 a multitud de campos como la fisica o la ingenieria [42].

Los FP suelen utilizarse para resolver el problema de la estimacion de la sefial no observada
(el estado) en sistemas dindmicos en formato de espacio de estados. El filtro de Kalman (KF,
del inglés Kalman Filter) proporciona la solucién Optima a este problema, pero estd basado
en hipotesis de linealidad y gaussianidad del sistema y su rendimiento se degrada de forma
significativa cuando éstas no se cumplen. Los métodos SMC son una familia de técnicas mucho
mas generales que el KF y no estdn sujetos a dichas restricciones, lo que los convierte en una
herramienta mas versatil (y por tanto con mas posibilidades de aplicacion practica) que el KF.

2.1. Notacion

Con objeto de simplificar la notacién, vamos a denotar de la misma manera a una variable
aleatoria (v.a.) y a su realizacion. Es decir, dada una v.a. X, escribiremos simplemente p(x) (en
lugar de p(X = x)) para indicar la probabilidad de que X tome el valor x. Ademas, utilizaremos
p(+) indistintamente para referirnos a la funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) o a la
funcion de masa de probabilidad (f.m.p.) del argumento. Cuando es una u otra (es decir, cuando
la v.a. del argumento es continua y cuando es discreta) quedard claro a partir del contexto.
Notese que, en cualquier caso, una f.m.p. se puede escribir como una f.d.p. por medio de

11
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funciones generalizadas delta de Dirac: si una v.a. discreta toma los valores x1, zo, ...,z N con
probabilidades p(x1), p(z2), . .., p(zxN), respectivamente, entonces su f.m.p. se puede expresar

como la f.d.p.
N

p(z) = Zp(:cz)é(a: — ;) (2.1)
i=1
donde §(-) es la funcién delta de Dirac.

La densidad condicional de una v.a., z, dada otra v.a., y, la denotaremos por p(x|y). Desde
un punto de vista bayesiano, si x es una v.a. de interés que estamos tratando de estimar e y
una v.a. que aporta algin tipo de informacién acerca de z, entonces p(x|y) es la densidad a
posteriori de x 'y p(x) su densidad a priori. A lo largo de la tesis serd recurrente el uso de esta
terminologia.

Para distinguir entre variables escalares, vectoriales y matriciales seguiremos la
aproximacion habitual consistente en utilizar una en letra mindscula para escalares, una letra
negrita en minuscula para los vectores, y una en letra negrita mayuscula para las matrices. Asi,
a representa un escalar, a un vector y A una matriz. Ademads, por a(¢) denotaremos el i-ésimo
elemento del vector a, y por a(i, j) el elemento que ocupa la i-ésima fila y j-ésima columna de
la matriz A.

Por dltimo, utilizaremos la notacién ., para referirnos al conjunto {zg, - - - , z;}.

2.2. Meétodos de Monte Carlo

Un método de Monte Carlo es una técnica que proporciona una soluciéon aproximada a
un problema cuantitativo haciendo inferencia a partir de muestras obtenidas por medio de
simulacidn estadistica.

Por lo general, se recurre a métodos de Monte Carlo para resolver problemas cuya solucion
analitica, o bien no existe, o bien es muy compleja. Su uso esta extendido en areas tales como las
matematicas aplicadas, la fisica, la quimica, la economia, la medicina...(véase [43]). Nosotros
nos vamos a centrar en su utilidad a la hora de construir una representacion de una f.d.p.
mediante muestras. Cuando éstas proceden de la propia f.d.p. que se quiere aproximar, se habla
de muestreo exacto. Es el caso que vamos a estudiar a continuacion.

Supongamos que no conocemos la f.d.p. de x, pero si tenemos una manera de obtener
muestras de la misma. Entonces podemos utilizar M muestras aleatorias, independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d.), 2, z® ... M) ~ p(z), para aproximar su f.d.p. como

M
1 .
py(z) = leé($—x(z)). (2.2)
Obsérvese que, en ultima instancia, la probabilidad que py/(z) asigna a un determinado
valor de la variable aleatoria, z’, estd determinada por el nimero de muestras de dicho valor

obtenidas, es decir, por la cardinalidad del conjunto {x(j) W) =2 j=1....M }
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A partir de p,; es posible aproximar el valor esperado de cualquier funcion integrable de
z, f(x), que nos interese. Sea [, [] la esperanza del argumento respecto de la funcién de
probabilidad en el subindice. Si x es una v.a. continua con f.d.p. p(z), el valor esperado de f(z)

viene dado por
~ [ f@ats @3)

EP(JB) [f(x)] ~ ]EPM 93) /f pM M Z f l) (2.4)

y se puede aproximar como

Notese que la ecuacion (2.4) puede emplearse para calcular momentos de x tales como la
media (f(z) = z) o la varianza (f (z) = (z — Ep) [x])g).
La bondad de la aproximacién dada por la ecuacién (2.2) depende del nimero de muestras
empleadas, de tal manera que [42]
m By, @) [f(2)] = Ep) [f(2)]- (2.5)

M—oo

La Figura 2.1 ilustra la aproximaciéon (2.2) por medio de un ejemplo. En ella, una
distribucién normal de media cero y varianza uno se aproxima por medio de métodos Monte
Carlo con 50 (izquierda) y 1000 (derecha) muestras. Se puede ver claramente que al aumentar
el nimero de muestras generadas, la aproximacion construida (representada por medio de un
histograma normalizado) se asemeja més a la f.d.p. gaussiana objetivo (dibujada superpuesta).
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Figura 2.1: Aproximacién de una distribucién N (0, 1) por medio de (izquierda) 50 muestras y
(derecha) 1000 muestras de la misma.

Asi pues, la cantidad de muestras que se necesitan para resolver un determinado problema
utilizando métodos de Monte Carlo depende por un lado de la complejidad del mismo vy, por
otro, del grado de precision que queramos obtener en la solucion.
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2.3. Muestreo enfatizado

La seccién 2.2 demostré la manera en que se pueden utilizar los métodos de Monte Carlo
para representar una distribucién de probabilidad, p(x), por medio de un conjunto de muestras.
Entonces, las muestras se obtenian directamente de la f.d.p. objetivo, p(x), y habldbamos de
muestreo exacto. Cuando esto no es posible (o deseable), el principio de muetreo enfatizado
(IS, del inglés Importance Sampling) proporciona una manera alternativa de representar p(x)
mediante muestras tomadas de otra distribucion alternativa conocida como “tentativa”.

Sea f una funcién arbitraria de x, cuya esperanza respecto de la densidad p(z), conocida
sOlo hasta una constante de proporcionalidad ¢, puede escribirse como

J cf (@)p(x)dx
[ ep(z)da
donde el término [ cp(z)dx = ¢ es una constante de normalizacién. Si ¢(z) es una densidad

con el mismo soporte (dominio) que p(x), se puede reescribir la ecuacién (2.6) de la siguiente
forma:

Ep@) [f(2)] = (2.6)

Ep@) [f(X)] = = (2.7)

donde
= c—= (2.8)

es la funcién de peso.
Las integrales de la ecuacion (2.7) se pueden aproximar generando )M muestras aleatorias
iid., 2W, 2@ . 2™ de la distribucién ¢(z). En tal caso, una estimacién de E, ) [f(z)]

seria:
. _ 1/Mzi]\i1f(a:' w(z®)
Bwan [£(0)) = == ST o) Zf (2.9)
donde - o
w® 2 w(z®) = w(z") p(z”) (2.10)

S a(0)  a(@®)

es el peso normalizado de la i-€sima muestra.

La ecuacion (2.9) implica que podemos aproximar la esperanza de una funcion arbitraria,
f(z), respecto de una densidad p(z), tomando muestras de otra f.d.p. diferente, ¢(z), conocida
como funcién tentativa o propuesta. Para ello, es necesario asociar a cada muestra 2V de ¢(x)
un peso, w@, obtenido mediante la ecuacién (2.10), que indica la calidad de la muestra. Una
muestra junto con su peso correspondiente constituyen una particula.

Intuitivamente, y a la vista de la ecuacion (2.9), podemos interpretar el peso de una muestra,
w®, como la probabilidad acumulada por la regién del espacio de estados en torno a dicha



2.3 MUESTREO ENFATIZADO 15

muestra. Entonces, la densidad p(z) se puede aproximar como:

M
pu(x) =Y ws(x —21) @.11)
i=1
verificandose [42] que
Jim By [f(2)] = Ep) [f(2)] - (2.12)

Hasta este momento, la inica condicién que hemos impuesto sobre la funcion tentativa es
que ha de tener el mismo soporte que la funcién objetivo. Formalmente, esto quiere decir que no
existe ningtin subconjunto no nulo del dominio de p(z) con medida positiva donde la integral
de la densidad ¢(x) es nula, o equivalentemente:

p(x) > 0= q(r) > 0Vz € A: Atiene medida positiva. (2.13)

Garantizado esto, la ecuacién (2.12) afirma que podemos aproximar el valor esperado de f(x)
respecto de p(z) eligiendo () arbitrariamente. Sin embargo, el nimero de muestras necesarias
para obtener una buena estimacién de E,,) [f(z)] podria ser muy elevado (ndtese que el
resultado (2.12) es asintético), por lo que generalmente es necesario disefiar cuidadosamente
la funcién tentativa.

Saber que una v.a. continua (o discreta con un espacio muestral muy grande) toma un
determinado valor con una probabilidad muy préxima a cero aporta muy poca informacién
acerca de la misma. Por tanto, si tenemos un conjunto de muestras de una v.a., todas ellas con
una probabilidad muy pequefia, sabemos en realidad muy poco acerca del experimento aleatorio
asociado a dicha variable. Se necesitan muestras con una cierta probabilidad que den una idea
acerca de “lo que suele ocurrir”, mas que de “lo que casi nunca ocurre”. Bajo este punto de
vista, si la forma de la funcidn tentativa no es similar a la de la funcién objetivo, la mayor parte
de las muestras obtenidas a partir de la primera tendran una probabilidad despreciable en la
segunda, y serd necesario generar una gran cantidad de muestras de ¢(x) para conseguir unas
pocas que aporten alguna informacion acerca de p(z).

A modo de ejemplo, supongamos que queremos aproximar una distribucion laplaciana con
pardmetro de posicién p = —1 y pardmetro de escala b = 0,3, que haria el papel de p(x) o
funcién objetivo. Si la funcidn tentativa utilizada, ¢(), es una normal con pardmetro de posicién
(media) u = 0,5 y parametro de escala (varianza) o = 0, 4, podria ocurrir algo como lo que se
muestra en la Figura 2.2: la mayor parte de las muestras obtenidas de ¢(z) dificilmente habrian
sido generadas por la distribucién p(x) y, por tanto, son poco representativas de la misma. El
problema estd en que la funcién tentativa elegida rara vez obtendrd muestras en la region del
espacio muestral en la que la funcién objetivo condensa la mayor parte de su drea (probabilidad),
que es precisamente aquella en la que estamos interesados. En consecuencia, es necesario
generar un gran nimero de muestras de ¢(z) para encontrar alguna que sea significativa en
p().

Si las funciones tentativa y objetivo se “parecen”, las muestras obtenidas de la primera son
representativas de la distribucion de la segunda, es decir, podrian haber resultado de muestrear
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funcion objetivo (p(x))
funcion tentativa (q(x))
muestras de la funcion tentativa

Figura 2.2: Aproximacién de una distribucion laplaciana de pardmetros = —1y b = 0,3
mediante muestras obtenidas de una gaussiana de media ;. = 0,5 y varianza 0% = 0, 4.

la segunda, y por medio del principio de IS, somos capaces de asignarles un peso acorde con la
densidad de probabilidad que tiene la funcién objetivo p(z) en esa region del espacio de estados.
En la Figura 2.3 hemos utilizado como funcién tentativa una normal centrada en el mismo punto
que la laplaciana y més apuntada (con menor varianza). Unas pocas muestras generadas a partir
de esta funcion tentativa dan una idea bastante aproximada de cual es la forma de la funcion
objetivo.

Es importante resaltar que los pesos de las muestras que se utilizan para aproximar p(x)
estdn normalizados, por lo que a la vista de ellos no es posible saber si dichas muestras
procedentes de ¢(x) son o no significativas en la distribucion de p(x). Asi, M muestras de
q(z) cuyo peso sin normalizar es muy proximo a 0 y que, por tanto, apenas tienen relevancia en
la distribucién objetivo, tendrdn un peso igual a 1 /M tras la normalizacién.

A la vista de lo expuesto, estd claro que la bondad de la aproximacion que el principio de
IS permite hacer de una distribucién depende en gran parte de la funcién tentativa elegida. Si
una funcidn tentativa es tanto mejor cuanto mds se parezca a la funcién objetivo, entonces la
funcidn tentativa Optima es la propia funcién a aproximar (y estariamos hablando de muestreo
exacto). Evidentemente, el principio de IS estd pensado para aquellos casos en los que, o
bien no es posible muestrear directamente de p(z) (no es trivial muestrear de una distribucién
cualquiera), o bien no es deseable (por ser costoso). Es decir, su principal motivacién es evitar
tener que tomar muestras de la distribucion a aproximar. Sin embargo, para calcular los pesos,
ésta debe ser facilmente evaluable, al menos hasta una constante de proporcionalidad: dada una
muestra 29 de ¢(x), obtener su peso asociado implica calcular cp(x()) para algtin ¢ (incluso
desconocido). Asi pues, la funcién objetivo es dificil (o imposible) de muestrear pero fécil de
evaluar, y la funcion tentativa ha de ser facil de evaluar y de muestrear.
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funcion objetivo (p(x))
funcion tentativa (q(x))
muestras de la funcion tentativa

L } | — 1 | |

-3 -2 -1 0 1 2
Figura 2.3: Aproximacién de una distribucion laplaciana de pardmetros © = —1y b = 0,3
mediante muestras obtenidas de una gaussiana de media 4 = —1 y varianza 0% = 0, 2.

2.4. Meétodos Secuenciales de Monte Carlo

Se entiende por métodos secuenciales de Monte Carlo un conjunto de técnicas basadas en
simulacién cuyo objetivo es la aproximacién de una secuencia de distribuciones de probabilidad
mediante muestras y pesos asociados. Las dos caracteristicas fundamentales inherentes a esta
metodologia son:

= FEl calculo de la distribucion de probabilidad de interés ha de ser secuencial y recursivo,
esto es, se van a obtener las particulas que aproximan la distribucion en el instante de
tiempo ¢ a partir de las particulas que sirvieron para aproximarla en t — 1 y de la nueva
observacion.

= A las muestras (obtenidas, por lo general, muestreando de una funcién tentativa) se les
asignan pesos por medio del principio de IS.

Es habitual clasificar como método de Monte Carlo cualquier técnica que resuelva un
determinado problema mediante la simulacion de muestras aleatorias. Asi, los métodos de
Monte Carlo se pueden aplicar a un conjunto muy heterogéneo de problemas. L.os métodos
secuenciales de Monte Carlo, por su parte, estdn pensados para ser aplicados principalmente a
problemas de estimacion que surgen en el contexto de los sistemas dindmicos en formato de
espacio de estados.
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2.4.1. Sistemas dinamicos en formato de espacio de estados

Multitud de problemas en el campo del procesado de sefal se pueden describir mediante un
sistema dindmico de la forma

Xo ~ p(Xo) (2.14)
X = fi(Xe1,my) (2.15)
Y: = 9¢(Xe, V) (2.16)

donde x; € R"* es el vector de estado, y, € R es el vector de observaciones, f; es la funcién
de transicion de estado, g; es la funcion de observacion, y u; y v; son vectores de ruido (t € N).
Las funciones f;, g; y las distribuciones de probabilidad de los procesos de ruido, u; y vy, se
suponen conocidas.

Las ecuaciones (2.15) y (2.16) determinan las dos secuencias relacionadas que caracterizan
a todo sistema dindmico en formato de espacio de estados. La primera de ellas, la secuencia de
estados {x;;t € N}, es una sefial no observada definida por un proceso markoviano de primer
orden (p(X¢|Xo1—1) = p(X¢|X;—1)) cuya f.d.p. a priori en el instante inicial, p(x;), es conocida. La
otra, {y,;t € N}, es una secuencia de observaciones independientes entre si dada la secuencia
de estados. Las denotaremos por Xg.; 2 {X0- "X} ey, 2 {y, - -y, }, respectivamente. Nétese
que a cada una de las ecuaciones que describen el sistema se le puede asociar una densidad
de probabilidad condicional: p(x|x;_1) a la ecuacién de estado y p(y,|x;) a la ecuacién de
observacion.

La Figura 2.4 muestra el diagrama de un sistema dindmico en formato de espacio de estados.
El sistema se encuentra inicialmente en el estado X, que no tiene ninguna observacién asociada.
A partir de dicho estado el sistema evoluciona de acuerdo a la funcidn de transicion de estado,
que depende del tiempo. Asi, el estado del sistema en ¢ (¢ > 0) se obtiene aplicando la funcién
de transicion de estado en el ¢-ésimo instante de tiempo, f;, sobre el estado anterior, X; 1,
y el vector de ruido u;. La ecuacién de estado define formalmente esta transicion. A modo de
ejemplo, en la figura se puede ver como el estado x; es el resultado de aplicar la funcién f; sobre
los vectores X( y u;. En base al ¢-ésimo estado, x;, y al vector de ruido v, se genera la ¢-ésima
observacion, y,, mediante la funcion g;. La ecuacion (2.16) expresa esto matemdticamente. En
la parte inferior de la Figura 2.4 podemos observar como X; y v; constituyen los argumentos de
entrada de la funcién ¢;, que da lugar a la observacion y; .

El objetivo en todo sistema dindmico en formato de espacio de estados es estimar la
secuencia de estados a partir de la secuencia de observaciones. Toda la informacion estadistica
relevante para llevar a cabo dicha tarea estd contenida en la densidad a posteriori, p(Xo.+|yo.;)-
A partir de ella, podemos evaluar cualquier estimador de la forma

Ep(xoulyer) [f (Xo:t)] = /f(XO:t)p(X01t|YO:t)dX0:t (2.17)

siendo f(+) una funcién integrable.
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Ecuacion de estado

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Ecuacion de observacién

Figura 2.4: Diagrama de un sistema dindmico en formato de espacio de estados. Los circulos
representan funciones y los cuadrados vectores aleatorios.

Aunque por conveniencia generalmente vamos a aproximar la f.d.p. a posteriori de la
secuencia de estados completa, en la practica son las densidades marginales las que son de
interés. A partir de p(Xo.+|y,.;) es facil obtener la marginal p(x;|y,.. ), que se denomina densidad
de filtrado si ¢t = ¢/, densidad de suavizado si t < ¢’ y densidad de prediccion si t > t'.

Como su propio nombre indica, una de las caracteristicas inherentes a los métodos SMC
es su habilidad para el procesado secuencial: recibida en el instante de tiempo ¢ una nueva
observacion y,, el objetivo es estimar a partir de ella y de todas las observaciones anteriores el
estado actual del sistema, x;, o la secuencia completa de estados Xg.;.

La f.d.p. a posteriori de la secuencia de estados se puede descomponer aplicando el teorema
de Bayes y la definicién de probabilidad condicionada como

P(YelXo:t, Y1 1)P(X0:t Y16 1)

P(Xo:t|¥1.4) =
it p(yt|y1:t—1)

p()’tlxt)p(xt|xo:t—1,Y1;t71)

= P(Xo:t—1¥1:4-1)

P(Yt|3’1;t—1) -l

Py, [Xe)P(Xe|Xe—1)

= p(XU:t71|y t— )7 (218)

PYel¥1e 1) bt

donde se ha tenido en cuenta que la distribucion de la ¢-ésima observacion estd completamente
determinada por el estado x; conocidas la funcién f; y la distribucién del ruido, por lo que
p(¥,|Xo0:, ¥1.4—1) = p(¥,|X¢). Asimismo, al ser la secuencia de estados un proceso markoviano
se cumple que x; depende tnicamente de X;_; y, por tanto, p(X¢|[Xo.t—1, ¥1.4_1) = P(X¢[Xe—1).
Puesto que el término p(y,|y,., ;) que aparece en (2.18) no depende de xg., finalmente
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podemos escribir
P(Xo:t|¥1.) o< P(Ye[Xe)P(Xe[Xe—1)P(Xo:t—1[Y1.0—1)- (2.19)

La densidad de filtrado, p(x:|y,.;), también se puede calcular de forma recursiva aplicando
sucesivamente las ecuaciones

(prediccién) p(X:|y,, ;) = /p(Xt’Xt—l)p(Xt—ﬂht1)dXt—1 (2.20)
(actualizacién) p(x,|y, ) = LY XIPEil¥1er) 2.21)
P(Yel¥1s1)

La técnica de prediccion-actualizacion consiste en calcular la densidad predictiva p(x;|y;.,_;)
utilizando la ecuacién (2.20), para a continuacién modificarla por medio de la ecuacién (2.21)
en base a la informacion que proporciona la observacion ¢-ésima, y,, y obtener de esa manera
la densidad de filtrado.

La constante de normalizacién que aparece en las ecuaciones (2.18) y (2.21) se puede
reescribir por medio del teorema de las probabilidades totales como

P(YelY1i1) = /p(Yt|Xt,Y1;t—1)p(xt|Y1;t—1)dXt = /p(Yt|Xt)p(Xt|Y1:t—1)dXt‘ (2.22)

El problema del método de prediccion-actualizaciéon dado por las ecuaciones (2.20) y
(2.21) es que es meramente formal, ya que en la practica estas ecuaciones no suelen tener
solucién analitica. Unicamente la tienen si las ecuaciones de estado y observacién son lineales
y gaussianas (las funciones f; y g; son lineales y los vectores de ruido u; y v; gaussianos), o
el conjunto de posibles estados es finito. En el primer caso las ecuaciones del filtro de Kalman
[44] permiten hallar la media y covarianza de las densidades de filtrado y prediccion, p(x;|y;.,)
y p(X¢]y;.,), respectivamente. Si el nimero de estado es finito, por otro lado, las integrales se
pueden calcular como sumatorios sobre el conjunto de todos los posibles estados.

En la siguiente seccién vamos a presentar una combinacién del método de muestreo
enfatizado con la descomposicién (2.19) para obtener un algoritmo recursivo que aproxima
la f.d.p. a posteriori p(Xo.+|y;.;)-

2.4.2. Muestreo enfatizado secuencial

Si aplicasemos directamente el método de muestreo enfatizado al problema de estimar la
f.d.p. a posteriori p(Xo.|y;.;), la complejidad del algoritmo resultante aumentaria con el tiempo.

Es decir, en el instante t — 1 obtendriamos una muestra X(()?:_1 ~ q(X0:t-1]¥;1..—;) de dimension

n, X (t — 1), que en el instante ¢ se descartaria para generar una muestra xff% ~ q(Xo.t|y,.,) de
tamafo n, X t. Asi pues, la dimension del espacio muestral seria cada vez mayor.

El objetivo de la estrategia de muestreo enfatizado secuencial (SIS, del inglés Sequential
Importance Sampling) es evitar que la complejidad del método de IS aplicado al sistema

dindmico descrito por las ecuaciones (2.15) y (2.16) se incremente con el tiempo. La
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idea fundamental es reutilizar cada muestra, x&fl, simulada de acuerdo a la distribucion
q(X0:t—1|y;.,_1), para obtener una muestra x((fi de q(xo.t|y;.). Para ello se elige una funcién

tentativa ¢(Xo.¢|y;.,) que se pueda descomponer de la forma:

q(X0:4|¥1.1) = ¢(Xe|X0:4-1, ¥1..) 4 (X0:t—1[¥1.4-1), (2.23)

es decir, tal que se contenga a si misma en el instante de tiempo anterior como distribucién
marginal. Se define recursivamente, por tanto, y aplicando repetidas veces la ecuacion (2.23)
sobre ¢(Xo.¢|y;.;) resulta

t

a(Xoly1) = a(%0) | T a(xulXo:n-1,¥1) (2.24)
k=1

pudiéndose emplear como funcidn tentativa inicial ¢(Xg) = p(Xo), la funcién de densidad a
priori del estado, que se ha supuesto conocida en la definicién del sistema.

Para el caso de un sistema dindmico en formato de espacio de estados en el que se pretende
aproximar la f.d.p. a posteriori del estado, p(Xo.¢|y;.;), €l principio de IS asocia a cada muestra
xéz?f un peso

0 _ PGV (225)

A%y 1.0)
que por medio de las ecuaciones (2.19) y (2.23) verifica la proporcionalidad

a0 o P (yt|x£’>> (6”12 P86 lYier) _ <yt|xt pea’ ) o g0

(Xt |X0t lvylt)q(XO:t—1|y1:t—1) (Xt X Z?ﬁ Y1)

Asi pues, es posible calcular el peso de la muestra x((fl a partir del peso normalizado, wt(i)l,

asociado a la muestra x((f?f , en el instante de tiempo anterior.
En resumen, en el instante de tiempo ¢ el algoritmo SIS actualiza la secuencia de estados

que constituye la 7-ésima muestra, xgi 1> tomando una muestra, XE ), de 1a distribucién marginal

q(X¢|X0:t—1,¥1.4), ¥y calcula el peso de la secuencia x(():)t resultante utilizando la ecuacion (2.26).
El Pseudocddigo 1 muestra el esquema basico del algoritmo SIS.

Es importante tener presente que SIS no es mds que un caso especial de IS en el que

imponemos una condicién a la funcion tentativa (ecuacion (2.23)), para de ese modo permitir la

actualizacion recursiva de las muestras y los pesos.

2.4.3. El problema de la degeneracion de los pesos y el remuestreo

El mayor problema de la metodologia SIS es que al cabo de unos pocos instantes de tiempo
(o iteraciones del algoritmo) toda la probabilidad se concentra en unas pocas muestras y las
restantes tienen un peso muy proximo a cero. Se conoce como el problema de la degeneracién de
los pesos. Es debido a que la varianza de los pesos de las particulas aumenta (estocasticamente)
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Pseudocédigo 1 SIS

muestrear xéi) ~p(xg),i=1,---, M

asignar w((f) —1/M,i=1,---,M

para cada instante de tiempo ¢ > 0
muestrear xgl) ~ q(X¢[X0:t—1,¥14)s 0 =1, M
calcular el peso, wf’, 1 =1,---, M, asociado a la muestra x((ﬁ mediante la ecuacién (2.26)

lizar el teri bt QI

normalizar el peso anterior para obtener w; = «— ST

con el tiempo [45]. Para el caso de muestreo exacto, en el que la funcion tentativa es la propia
f.d.p. a aproximar, ¢(Xo.|y;.,) = p(Xo:¢|y;.;), se tiene que la media de los pesos es [46]

p(Xo:t\ylst)}
Eqxouelyr.,) (W (Xo:t)] = Bgxouly) | 70| =1 (2.27)
q( 0: |Y1. ) [ ( Ot)] ‘J( 0: |y14 ) L](Xo;t’yl:t)

y su varianza

2
P(Xo:t|¥1.) {p(Xo:t\ylzt)} )
Var(xo.ly,.) 1W(X0:t)] = Eqxoelys,, ———= = Egxoulyyn) | s =0. (2.28)
aot) [w(x0.)] aoee) [<Q(X0:t|)’1:t) aoutlyi) q(X0:¢[¥1.1)

Esta es la situacion ideal y a la que queremos aproximarnos.

Como se explico en la Seccién 2.3, una muestra con un peso muy pequeflo apenas contribuye
a la aproximacion de la f.d.p. objetivo. Entonces, cuando ocurre el problema de la degeneracion
de los pesos se estd malgastando esfuerzo computacional en propagar' y actualizar trayectorias
cuya relevancia a la hora de construir la representacion de la distribucion de probabilidad es
minima. A efectos précticos, esto quiere decir que el nimero de particulas que se tienen para
aproximar p(Xo.¢|y;.;), lo que se conoce como el nimero efectivo de particulas, es mucho menor
que el tamafio muestral /. Una medida tipica de la degeneracién de los pesos en el algoritmo
SIS es el tamafio efectivo de la muestra, M. r, que se define como [45]

M

_ (2.29)
1 + Var(a!")

M. =

donde u?t@ son los pesos sin normalizar. Puesto que la expresion anterior no se puede calcular
exactamente, una buena estimacion de M. es [45]

~

B 1
" S Py

donde wgi son los pesos normalizados. Obsérvese que en el mejor de los casos, cuando todas
las particulas tienen peso 1/M, se verifica que M.y = M.

)

'Por propagar una trayectoria se entiende afiadir un nuevo elemento al final de la secuencia que la define.
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El problema de la degeneracion de los pesos estd siempre presente en cualquier algoritmo
SIS. Podrian pensarse como posibles soluciones utilizar un nimero muy grande de particulas,
o elegir una funcién tentativa que muestree en las zonas del espacio de estados con mayor
densidad de probabilidad a posteriori. Esto tltimo equivale a elegir una “buena” funcién
tentativa, lo cual no suele ser tarea ficil. En cualquier caso, ambas soluciones no hacen sino
retrasar el problema.

Una tercera opcién para resolver el problema es llevar a cabo pasos de remuestreo (en
inglés, resampling). Debido a su demostrada eficacia, esta técnica se ha convertido en un paso
imprescindible en cualquier algoritmo SIS [45, 47].

El remuestreo es una técnica aleatoria que elimina las particulas con pesos pequefios (que
apenas van a contribuir a la aproximacion por Monte Carlo de la distribucion de probabilidad
objetivo) al tiempo que replica aquellas que tienen pesos grandes. Notese que de esta manera la
aproximacion se centra en las regiones del espacio de estados més prometedoras, es decir, con
una mayor probabilidad a posteriori.

Claramente existen muchas formas de llevar a cabo lo arriba expuesto, constituyendo cada
una de ellas un método de remuestreo diferente. La mayor parte de ellas se basan en tomar
M muestras i.i.d. de la f.d.p. pas(X0.|y;..), que resulta de aproximar p(Xo.|y,.,) mediante IS.
Esto implica que tras el remuestreo todas las muestras tienen el mismo peso y, por tanto, se
consideran igualmente “buenas”. Podemos pensar en el remuestreo como en una rutina de caja
negra que recibe como entrada un vector con los pesos de las particulas, w = (w(l), o wM )) ,
y devuelve como salida un vector M = (M, - -+, Myy), en el que M, representa el nimero de
replicas de la muestra ¢ que conservaremos despues del remuestreo. Si M; = 0, entonces la
1-ésima particula es descartada. Es habitual imponer la condiciéon M = Zf\il M;, es decir, el
numero de muestras antes y despues del remuestreo es el mismo. La Figura 2.5 ilustra lo que
tipicamente ocurre en un paso de remuestreo: las particulas con un peso significativo dan lugar
a una o varias réplicas de si mismas, mientras que aquellas con un peso proximo a cero son
descartadas. Asi, en el ejemplo de la figura, la primera muestra, X((ft), es descartada, mientras
que la tercera se ve replicada tres veces, es decir, en este caso M; = 0y M3 = 3. Obsérvese que
las copias de una muestra se sitian justo encima de ella para indicar que representan el mismo
punto del espacio muestral.

Debido al problema de la degeneracion de los pesos, el remuestreo es un paso algoritmico
imprescindible en cualquier algoritmo de filtrado de particulas. Sin embargo, introduce algunos
problemas, tanto practicos como tedricos. Entre éstos ultimos se encuentra el hecho de que
replicar las particulas con pesos altos al tiempo que se descartan aquellas que tienen uno
pequeiio da lugar a una pérdida de diversidad [24]. Ademads, el remuestreo incrementa la
varianza en la estimacion de la esperanza de una funcién arbitraria de x.; respecto de la
f.d.p. que se esta aproximando por SIS (aunque normalmente reduce la de estimaciones futuras
[48, 49]).

Desde un punto de vista practico, el remuestreo es una operacion computacionalmente
costosa y plantea un reto a la hora de paralelizar cualquier algoritmo de filtrado de
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f.d.p. objetivo

@
e 2 ° e o oo Después del remuestreo
Lo LL oA
°@® ..' ..... Antes del remuestreo
T T (muestras obtenidas mediante SIS)

Figura 2.5: Descripcion esquematica de una operacion de remuestreo.

particulas que lo incluya. Cada trayectoria se propaga por medio de SIS y actualiza su peso
independientemente de las demads, lo cual permite que todas lleven a cabo dichas tareas al mismo
tiempo. Pero el remuestreo implica comparar unas particulas con otras para saber cuales son las
que interesa replicar y, por tanto, no es una operacion que pueda paralelizarse de una forma
sencilla. Trabajos recientes [50] han conseguido paliar en gran medida este problema que afecta
a todos los métodos SMC.

Algunos algoritmos de filtrado de particulas, como el bootstrap filter [24], remuestrean en
cada instante de tiempo. Otros lo hacen a intervalos regulares. Sin embargo, a causa de los
problemas arriba mencionados, el remuestreo es una operacion a evitar y la mayor parte de los
métodos secuenciales de Monte Carlo utilizan algun tipo criterio para decidir en cada instante
de tiempo si el problema de la degeneracion de los pesos es lo bastante grave como para que
se haga necesario un remuestreo. Es frecuente basar este criterio en el tamafio efectivo de la
muestra, de tal manera que sélo se remuestrea cuando el ratio de remuestreo

(2.31)

estd por debajo de un cierto umbral. El rendimiento del algoritmo depende en parte de este
pardmetro y, si bien su eleccion no es tarea facil, un umbral proximo a 1 asegura que la mayor
parte de las particulas tienen un peso significativo.
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Algoritmos de remuestreo clasicos

En la literatura se pueden encontrar varios de esquemas de remuestreo. El objetivo tltimo de
todo esquema de remuestreo es minimizar la varianza de los pesos, de tal manera que todas las
particulas contribuyan en cierta medida a la aproximacién por Monte Carlo de la distribucion
de interés.

Los métodos de remuestreo que se presentan a continuacion se dice que son insesgados en
el sentido de que £ [M;] = Mw®, y se diferencian en el valor de Var [A;] y en la complejidad
que llevan asociada.

El método de remuestreo mas conocido es el multinomial [51]. Se basa en tomar una
muestra de M = (M, -+, M),) asumiendo que es una v.a. multinomial de pardmetros M y
w=(w®, .- w™). Esonos da el nimero de replicas de cada muestra (M;, i = 1,--- , M),
todas ellas con peso 1/M, que debemos generar.

Una manera alternativa de ver este método de remuestreo es la siguiente. Si

M

Par(Roulyry) = Y wPd(x0, — x41)) (2.32)

i=1

es una estimacion por SIS de la f.d.p. a posteriori del estado, el remuestreo multinomial obtiene

un nuevo conjunto de muestras, {X((fgl)),--~ ,x(()ffM))} con j(i) € {1,---, M}, mediante

muestreo exacto de dicha estimacion. La nueva estimacion de la f.d.p. seria entonces:

M
N 1 (i
P (Xo:t|y1.) = i ; O (X0 — X(()jé )))- (2.33)

El Pseudocddigo 2 describe la implementacion.

Pseudocodigo 2 Algoritmo de remuestreo multinomial

A N M
dado un conjunto {X((f:%, wt(z)}

i=1

1: muestrear M veces el indice j € {1,---, M} de acuerdo a la distribucién discreta

Prob(j =1)=w", 1=1,---, M para generar {j(i)}ij\il

2: asignar Xgl — x(()jt(l)),wgi) —1/Myi=1,--- M

El primer paso del Pseudocddigo 2 es muy sencillo a partir de la inversa de la funcién de
distribucién asociada al conjunto de pesos normalizados, w”,i = 1, --- , M. Dicha funcién se

define como F;!'(u) = i para todo u € (Z;;ll @), 23:1 wl )] . Entonces basta con tomar M

muestras de una distribucién uniforme en el intervalo [0, 1) y aplicar sobre cada una de ellas
la funcién F;1(-) para obtener los indices de las particulas a replicar. La Figura 2.6 ilustra
este proceso por medio de un ejemplo en el que M = 5. De las 5 muestras de la distribucion
uniforme generadas, vemos que la primera se encuentra dentro del escalon asociado al primer
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peso, lo cual dara lugar a una réplica de la primera particula, xgg . Las dos muestras siguientes
estan dentro del escalon debido al segundo peso, por lo que la segunda particula, xé?t), se va
a replicar dos veces. El proceso continua de esta forma hasta agotar todas las muestras de la
distribucion uniforme. Obsérvese que ninguna muestra se sitia en el escalén a que da lugar la
quinta particula, de tal manera que ésta serd descartada (a pesar de que tiene un peso bastante

significativo).

Muestras de una

U(0,1)
1
0 2 === 5
R R L L L TR L |
0.6 - , : 5
R R —- -y E |
04 - | | : -
I | l
S | | |
0.2 - ! | [ .
I . :
X------- Tf???“‘* : : !
0 _ ! | | | _

(1 2 3 4 5
X X5 X5 X5 X

Figura 2.6: Obtencion de los indices de las muestras a replicar en el remuestreo multinomial.

En el algoritmo de remuestreo multinomial la varianza del ndmero de réplicas de la ¢-
ésima particula despues del remuestreo es Var [M;] = Mw®(1 — w®). El algoritmo de
remuestreo residual [51] reduce esta varianza. Se caracteriza por introducir una componente
determinista a la hora de obtener los distintos M;, que ahora vamos a descomponer como
M; = MZ + MZ. Calcularemos en primer lugar la componente determinista de cada uno de
los M; como M¢ = | Mw® |, donde |a] es la parte entera de c. Esto supone Y+, M¢ nuevas
particulas obtenidas como réplicas de particulas viejas, y faltan M = M — Zf\il M¢ particulas
por elegir. Para ello vamos a aplicar el remuestreo multinomial sobre un nuevo conjunto de
pesos calculados como w' @ = % (Mw(i) — Ml-d), 1 =1,---, M. El Pseudocodigo 3 describe
la implementacién del algoritmo. La varianza que se tiene para este esquema de remuestreo
es Var [M;] = Mw'®(1 — w'®), que es mas pequefia que la que tenfamos para el caso del
remuestreo multinomial [52].

La menor varianza que se puede conseguir con un algoritmo de remuestreo insesgado la
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Pseudocodigo 3 Algoritmo de remuestreo residual
: N M
dado un conjunto {X((f:%, wt(z)}
i=1

c MO — (Mw ] i=1,- M

. replicar M veces la particula xé’l, i=1,---, M, asignandole a cada réplica un peso 1 /M

1
2
3: calcular el nimero de particulas que faltan por replicar: M «— M — > ?i Mg
4: obtener los pesos modificados w;(i) — ﬁ <M wf) — Mf) =1, M

5: elegir las M muestras que faltan por replicar aplicando el remuestreo multinomial sobre el

M
conjunto {x(()g, wt(l)}
=1

alcanza el algoritmo de remuestreo estratificado [53] y es
Var [M;] = {Mw?} (1 — {Mw®}) (2.34)

donde {a} = o — |a].

El remuestreo estratificado consiste en dividir el intervalo (0,1] en M subintervalos
disjuntos (0,1] = (0,4;] U --- U (¥=L 1], dentro de cada uno de los cuales se va a generar
una muestra uniforme independiente de todas las demés. Es decir, la 7-ésima muestra se obtiene
de acuerdo a la distribucién U (%, -=). Una vez obtenidas las muestras, aplicarfamos el mismo
procedimiento de inversion de la funcion de distribucion de los pesos que veiamos para el caso
del remuestreo multinomial. La Figura 2.7 utiliza los mismos pesos que el ejemplo de la Figura

2.6 para mostrar las diferencias entre ambos algoritmos de remuestreo.

Muestra de una:

1 2 3 4 5
Xét) XO 2 X(()g X(()t) X(()g

Figura 2.7: Obtencion de los indices de las muestras a replicar en el remuestreo estratificado.
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Se observa como, en este caso, exactamente una muestra es generada dentro de cada
intervalo, de tal manera que una de ellas se encuentra ahora dentro del intervalo (0, 8, 1], por lo
que va a ser la particula quinta la que se replique una vez y la cuarta la que se descarte.

Un algoritmo de remuestreo relacionado con el estratificado es el sistematico . Basicamente
consiste en generar una muestra aleatoria uniforme en el intervalo (0, %] y obtener las de los los
restantes intervalos de manera determinista. Generariamos entonces la primera muestra como
uy ~U (0, %) y, a partir de ella, las muestras us, - - - , up; COMO u; = Uy + %,i =2,---, M.
La Figura 2.8 ilustra el modo de operar del algoritmo de remuestreo sistematico sobre el
ejemplo anterior (M = 5). Unicamente la primera muestra es generada aleatoriamente (en
el intervalo (0, 0,2)), y las demds se obtienen simplemente sumando 1/M a la anterior. Una vez
tenemos muestras ., us, - - - , 1y, de una v.a. uniforme?, los indices de las particulas a replicar
se obtendrian, al igual que en los algoritmos anteriores, invirtiendo la funcién de distribucién
de los pesos normalizados.

1

08 — M
|

1 |

T |

06 - IM ‘
|

1

04— M

0.2 g
Muestra de una X------------ |

e | J

1 2 3 4 5
X x5 X! X X!

Figura 2.8: Obtencion de los indices de las muestras a replicar en el remuestreo sistemaético.

El remuestreo sistemdtico es muy simple y por ello es el método de remuestreo elegido en
muchos algoritmos de filtrado de particulas. Sin embargo, al contrario que los algoritmos de
remuestreo residual y estratificado, su rendimiento no siempre es superior al del remuestreo
multinomial [51].

A pesar de que todos los algoritmos de remuestreo descritos en esta seccidn son insesgados
en el sentido de que M, tiende a M w® estudios tedricos recientes [54, 55] demuestran que
ésta no es una condicién necesaria para que un algoritmo de filtrado de particulas funcione
correctamente.

2Obsérvese que las muestras uo, - - - , uys son de naturaleza claramente pseudoaleatoria.
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2.4.4. Convergencia

Debido a la normalizacion de los pesos y a los pasos de remuestreo, las particulas (una
muestra y su peso asociado) que aproximan la distribucién de probabilidad de interés en un
método secuencial de Monte Carlo interaccionan entre si, por lo que son estadisticamente
dependientes. Asi pues, los resultados clasicos de convergencia para métodos de Monte Carlo
basados en la hipdtesis de independencia estadistica no son aplicables a los filtros de particulas
y la convergencia de éstos ha de ser estudiada de forma especifica. Existen algunos trabajos que
han abordado el problema de la convergencia de los métodos SMC. En esta seccién unicamente
enumeraremos los resultados mas relevantes que se han derivado de ellos, asi como algunos
de los problemas que todavia estan por resolver. Una aproximaciéon més formal al problema se
puede encontrar en [56].

Sea p(x) una f.d.p. de interés, y sea py(x) la estimacion de dicha densidad obtenida
utilizando M particulas. Diremos que la aproximacion py,(z) converge a p(z) o

i p () = p() (2.35)
si
Jim By [f ()] = Ep) [f(2)] (2.36)

para una funcién de z arbitraria, f.

A dia de hoy todavia existen algunas dificultades tedricas para garantizar la convergencia de
los métodos secuenciales de Monte Carlo en cualquier circunstancia. Si, por ejemplo, hay algtn
parametro fijo aleatorio en el modelo dindmico podria ocurrir que éste no fuera ergddico, en
cuyo caso la convergencia de un filtro de particulas no estd asegurada. Sin embargo, imponiendo
algunas restricciones es posible establecer la convergencia casi segura (con probabilidad 1)
de los filtros de particulas. En términos de error cuadratico medio (MSE, del inglés Mean
Square Error), la tasa de convergencia de un filtro de particulas es directamente proporcional
al nimero de particulas empleadas por el mismo, lo cual es perfectamente coherente con lo que
veiamos en la Seccion 2.2 para métodos de Monte Carlo. Ademads, la tasa de convergencia es,
en principio, independiente de la dimension del espacio de estados. Sin embargo, para asegurar
una determinada precision en el MSE, el ndmero de particulas, M, depende indirectamente de
la dimension del espacio de estados.

Aunque es mucho lo que se ha avanzado en los ultimos afios en este campo, todavia se estan
buscando resultados que garanticen la convergencia de los filtros de particulas relajando algunas
de las condiciones mads severas que suelen imponerse. Por ejemplo, algunos resultados parten de
la hipétesis de que la funcion f(z) tiene que estar acotada, lo cual es una limitacién importante.
Otros resultados imponen ciertas restricciones en el modelo dindmico que no siempre es posible
garantizar en problemas reales.
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2.4.5. Resumen

El objetivo de los métodos secuenciales de Monte Carlo es la estimacion recursiva de
distribuciones de probabilidad de interés. Para lograr dicho objetivo hacen uso de las dos
herramientas que acabamos de explicar: SIS para obtener recursivamente muestras de la f.d.p.
a aproximar, y pasos de remuestreo para evitar el problema de la degeneracion de los pesos. Es
habitual referirse a la combinacién de SIS y remuestreo como Sequential Importance Sampling
with Resampling o SIR . La Figura 2.9 ilustra el funcionamiento de un filtro de particulas de

tamafio M = 10 que trata de estimar la densidad p(Xo.|y;.;)-

tiempo
t+1
P(X0:4+1[Y1:041)
>
S L VA U SR N S N N S A A N X0l
SIS
P(X0:4]¥1:) v,v"
@ o000 '
t °® o0 ~.
) TN N |
[y A N
Lo SN remuestreo |
p(X0:t|y1:1) Lo S
‘\
'\\‘ X0:t
SIS |
S Xo:t-1

Figura 2.9: Operacion de un filtro de particulas.

Las muestras estin representadas por circulos cuya area indica la magnitud del peso
que tienen asociado, de tal manera que muestras que se encuentran en regiones del espacio
de estados mds probables aparecen como circulos més grandes. Partimos en el instante de
tiempo ¢t — 1 de un conjunto de muestras que constituyen una representacion de la densidad
p(Xo0:¢-1|Y1.,_1)- En el instante ¢ se utiliza SIS para obtener una muestra de p(xo.|y;.,) a partir
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de una muestra de p(Xo.;_1]y,.,_;)- Para ello es necesario tomar una muestra, ng), de la funcion

tentativa q(X¢|Xo.r—1,¥;.,), ¥ calcular el peso de la nueva muestra, xé@, a partir del peso que

tenia la muestra del instante anterior que la origind, xfﬁlfl. En la figura, las flechas continuas
representan la actualizacion de las diferentes trayectorias o particulas (el paso SIS).

Noétese que la f.d.p. objetivo en el instante ¢ — 1 es diferente a la f.d.p. objetivo en el
instante ¢ y, de hecho, tienen espacios de estados diferentes (de ahi que en la figura se haya
dibujado un eje de abscisas distinto para cada instante de tiempo). Al comienzo del instante
t se observa el problema de la degeneracion de los pesos: s6lo la mitad de las muestras que
se utilizan para representar la f.d.p. objetivo tienen un peso significativo. Se hace necesario un
paso de remuestreo que replique las muestras que acumulan una cierta probabilidad y descarte
aquellas cuyo peso es despreciable y que, por tanto, apenas contribuyen a la representacion
de p(Xo.|y,,;)- Despues del remuestreo hay 10 muestras con idéntico peso situadas en las
regiones mas probables del espacio de estados de la densidad objetivo. La siguiente iteracion
del algoritmo las propagaria (por medio de SIS nuevamente) al instante de tiempo ¢ + 1, y el
proceso continuaria de esta manera hasta haber procesado toda la secuencia de observaciones.

2.5. Conclusiones

En este capitulo se ha hecho una breve introduccién a los métodos secuenciales de
Monte Carlo, cuyo objetivo fundamental es la aproximacidn recursiva de una secuencia de
distribuciones de probabilidad mediante muestras y pesos asociados. Comenzamos explicando
como representar una densidad de probabilidad de interés mediante muestras obtenidas
directamente de la misma (muestreo exacto). Cuando esto no es posible, o resulta demasiado
costoso, podemos generar muestras a partir de otra f.d.p., la funcién tentativa, y valernos del
principio de IS para asignarles un peso acorde con la densidad de probabilidad que tendria
nuestra densidad objetivo en un entorno de dichas muestras. Los métodos SMC, también
conocidos como filtros de particulas, estdn pensados para la estimacion secuencial de la f.d.p.
de la sefial no observada en un sistema dindmico en formato de espacio de estados. Sin
embargo, el principio de IS, en su formulacion mas sencilla, no es adecuado para llevar a
cabo una estimacion recursiva de una secuencia de distribuciones de probabilidad. SIS es una
modificacion del principio de muestreo enfatizado que resuelve este problema mediante una
adecuada eleccion de la funcion tentativa.

La estimacion recursiva de distribuciones de probabilidad de interés mediante SIS es la
esencia de casi todos los algoritmos de filtrado de particulas, pero la metodologia no estaria
completa sin el paso algoritmico conocido como remuestreo. Sin el remuestreo la mayor parte
de las particulas tendrian un peso muy préximo a cero al cabo de unos pocos instantes de tiempo
(lo que se conoce como el problema de la degeneracion de los pesos), con lo que su contribucion
a la aproximacidn de la densidad objetivo seria practicamente nula.
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Capitulo 3

Modelo de senal

Un sistema de comunicaciones con diversidad, tanto en el transmisor como en el receptor,
se denomina MIMO (del inglés Multiple Input, Multiple Output). En este capitulo se presenta
un modelo matematico que explica tanto el proceso de transmision a través de un canal MIMO
como la evolucion de éste con el tiempo. En lo sucesivo supondremos siempre que la diversidad
se consigue mediante la utilizacion de varias antenas en los dos extremos del canal, aunque
existen otros esquemas de transmision que dan lugar a modelos de sefial muy similares al
presentado aqui (e.g., deteccion multiusuario en sistemas CDMA).

3.1. Modelado de sistemas de comunicaciones MIMO

La Figura 3.1 representa el diagrama de bloques de un sistema MIMO con /N, antenas
transmisoras (entradas) y /N, antenas receptoras (salidas). Si las antenas estdn lo suficientemente
separadas, se puede considerar que el canal de comunicaciones que existe entre cada par
antena emisora-antena receptora es diferente. Por tanto, podemos hablar de NV, x N, canales
independientes, siendo h; ;; la respuesta al impulso' que caracteriza al canal existente entre
las antenas ¢ y j en el instante de tiempo ¢. Asi, h; ;; determina de qué manera los simbolos
transmitidos por la 7-ésima antena emisora en el instante ¢ y anteriores (considerando un canal
selectivo en frecuencia) contribuyen al valor observado en la j-ésima antena receptora en dicho
instante, y;(7).

En dltima instancia, el modelo equivalente en banda base y tiempo discreto de las
observaciones de un sistema MIMO como el mostrado en la Figura 3.1 es [57]

m—1

o= H()s+g, t=01,... (3.1)

=0

donde

'Nétese que estamos considerando ¢ como un indice temporal discreto.
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Figura 3.1: Esquema de un sistema de comunicaciones MIMO.

v, = [y:(1),5:(1),...,5:(N,)]" es un vector N, x 1 con las observaciones recogidas en
el instante ¢.

H,(l),l = 0,...,m — 1 es la respuesta al impulso del canal MIMO de dimensiones
N, x N,. La matriz H;(l) contiene los coeficientes asociados al [-€simo retardo del canal,
y el numero total de retardos, m, es lo que se denomina memoria u orden del canal.

s, = [5,(1),...,5,(N)]" es un vector columna de tamafio N, que contiene los simbolos
transmitidos en el instante ¢, y que se modelan como variables aleatorias discretas
uniformes en el alfabeto S. Vamos a suponer que tienen media cero, E [s;] = 0, y que
su matriz de covarianza es [E [ststT ] = In,02 (Iy, es la matriz identidad de orden NV,).

g, s un proceso estocastico de ruido aditivo blanco gaussiano (AWGN (ruido aditivo
blanco gaussiano)) de media cero y matriz de covarianza 031 N, -

Noétese que para un canal plano (sin memoria), en el cual s6lo los simbolos transmitidos en

el instante de tiempo ¢ contribuyen a la ¢-ésima observacion, se tiene m = 1. Es decir, aunque
con frecuencia nos referiremos a m como la memoria del canal, dicho pardmetro no representa

el nimero de vectores de simbolos pasados que intervienen en la observacion actual, sino el
numero total de vectores de simbolos que afectan a ésta.

Es importante resaltar, por otro lado, que en esta tesis se consideran exclusivamente

constelaciones de simbolos reales y, asimismo, los procesos estocasticos del canal y del ruido
son también reales. La extension a alfabetos complejos, mas generales, es conceptualmente
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trivial, pero complica la notacidn utilizada en los algoritmos SMC, que constituyen el principal
objeto de este trabajo.
La ecuacion (3.1) se puede reescribir de una manera mas compacta como

Y. = Htstfrgwrl + g (32)
donde s;— mil = = [s/ni1---8/]" es un vector Nym X 1 que contiene todos los simbolos
1mphcados en la ¢-ésima observacion y H; = [Hi(m — 1)---H;(0)] es la matriz de canal

conjunta de tamano N, X Nym.
La notacién btl, donde {b,} es un proceso estocdstico y ¢; y to son dos instantes de tiempo

discreto tales que t1 < t9, serd habitual a lo largo de este trabajo para referirnos al vector

(columna) que resulta de apilar verticalmente los vectores by, , by, 41, -+ , by,, es decir
b:,
b, 41
by =| . |. (3.3)
to :
b,,

La matriz H,(l) representa el [-ésimo retardo de la respuesta al impulso del canal, es
decir, la parte de ésta que determina la contribucién a la ¢-€sima observacién de los simbolos
transmitidos en el instante ¢ — [. Agrupando las m matrices que representan los diferentes
retardos del canal resulta la matriz H;, que contiene toda la informacién del estado del canal
(CSI, del inglés Channel State Information) en el instante {. La Figura 3.2 relaciona las
respuestas al impulso que aparecen indicadas en la Figura 3.1 con la estructura de esta matriz.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

thai(m —1) has(m —1) hz,Nt( -1 :h2,1( -2) h2,2(m —=2)  han(m— 2)
I |
|
|
‘hN 1(7”* 1) hN 2(77L*1) hN Nt(TIL* 1)Lth71(m—2) hNhg(m—Q) th,Nt(m_2)

Figura 3.2: Matriz de canal conjunta H,.

Cada uno de los coeficientes de la respuesta al impulso del canal entre la i-ésima
antena emisora y la j-ésima antena receptora, h;;,, representa un retardo diferente Yy,
por tanto, se encuentra en una matriz H,(-) diferente. Asi, si hy(k,l) es el coeficiente
que se encuentra en la k-ésima fila y [-ésima columna de H,;, la respuesta al
impulso entre la ¢-ésima antena emisora y la j-€ésima antena receptora es h;;,
[he(i,7), he(i, j + Ni), he(3, 5 + 2Ny), - -+, he(2, 7 + Ny(m — 1))]. Por simplicidad, en la figura



36 CAPITULO 3

hemos optado por suprimir el indice temporal de los vectores que representan las respuestas al
impulso entre cada par de antenas y, asi, el [-ésimo elemento del vector h; ;; con 0 < [ < m, se
denota por h; ;(1).

En cuanto a la variacion del canal, éste se va a modelar como un proceso autorregresivo
(AR) [58, 59],

R
H(1) =Y aH () +V,(I) 0<I<m—1, (3.4)

r=1
donde R es el orden del proceso AR, a,. con = 1,--- . R son sus coeficientes y V,(I) es una

matriz N, x N; de variables aleatorias gaussianas i.i.d. con media cero y varianza 2.
Para facilitar la derivacion de los algoritmos vamos a considerar un proceso AR de orden 1,
es decir, R = 1, de tal forma que

H(l) =aH, (1) + V() 0<1<m—1 (3.5)

siendo & = «; el tnico coeficiente del proceso AR?. Podemos reescribir la ecuacién (3.5)
utilizando la matriz de canal conjunta, H;, como

Ht = OéHt_]_ + Vt (36)

donde V; = [V, (m — 1), Vi(m — 2),--- , V4(0)] es una matriz N, x Nym de variables aleatorias
gaussianas i.i.d. con media cero y varianza o2 .

A pesar de que el modelo (3.5) no tiene en cuenta principios fisicos de propagacion de ondas,
al ser la simplicidad su objetivo primordial, mediante un adecuado ajuste de los parametros «
y 02 es posible obtener una gran variedad de funciones de autocorrelacién para el canal. En
concreto, es una practica muy comun en la literatura [58, 59, 60, 61] aproximar el modelo de
correlacion de Clarke por medio de un proceso AR.

A partir de las ecuaciones (3.1) y (3.5), es posible modelar el proceso de transmision como
un sistema dindmico en formato de espacio de estados:

Sy~ Z/l(SNt)
Ht(l) = OéHt_l(l) + Vt(l) 0 S l S m—1
ye =10 Hi()s;— +g, t=0,1,... }ecuacién de observacién. (3.8)

} ecuaciones de estado 3.7

El estado en el instante de tiempo ¢ se compone de la informacion del estado del
canal, {H,(l) }Zgl, que suponemos desconocido, y de los vectores de simbolos $; ,, 114 =
{St—m+1,---,St}. Su evolucion estd gobernada por las ecuaciones en (3.7): el canal varia de
acuerdo a un proceso AR de orden 1 con pardmetros o2 y a conocidos, y los simbolos se

modelan como variables aleatorias uniformes discretas independientes en el alfabeto S, esto es,
Sy ~ L{(SN‘ ) .

No existe ninguna dificultad conceptual para extender los métodos descritos en esta tesis a modelos AR de
orden superior.
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3.1.1. Modelo apilado

Cuando el canal es selectivo en frecuencia (m > 1) se hace necesario llevar a cabo algin
tipo de suavizado para conseguir una deteccion fiable de los datos transmitidos. El suavizado
consiste en detectar el ¢-€simo vector de simbolos transmitidos considerando las observaciones
Yiita = {yt7 LY +a}, siendo a > 0 el factor de suavizado. Para tener en cuenta todas las
observaciones a lo largo de las cuales el canal dispersa la energia de s; es util considerar el
modelo apilado

yit =HiSt-mi1+81, 3.9)
t+a t+a t+a

dondey ¢+ =y, ---y..]" esunvectordetamafio N,(a+1)x 1 que contiene las observaciones
t+a

apiladas, St-mi1 = [S{_ i1 Sl tiene dimensiones Ne(m + a) x 1, g: = g g’
y
CH,(m—1)7 0 0 17
Ht(m 2) Ht+1(m — 1)T 0
Hypi(m—2)"
T : - N T
H,, — Ht(.O) : - H; .(m 1)T (3.10)
: H;1(0) H;o(m —2)
0 0 H;,.(0)

es la matriz de canal apilada, de dimesiones N,(a + 1) x Ny(m + a).

Modelo apilado eliminando la interferencia causal

Al vector de observaciones apiladas, y : , de la ecuacion (3.9) contribuyen no sélo los
t

“+a
vectores de simbolos desconocidos, S;.;+, Sino también los vectores s;_,,,+1.:—1 que ya han sido

detectados en instantes de tiempo anteriores. Conocidas las matrices de canal H;.;,, podemos
suprimir la interferencia intersimbolica causal (debida a simbolos pasados) que éstos introducen
en las observaciones para obtener

Yyt =Yt —HoSt—mt1, (3.11)
t+a t+a t—1
donde
H,(m —1) H,(m—2) H,(1)

0 H, . (m—1) H,.(2)

H,, = : : : (3.12)
0 0 oo Hypq1(m—1)
() 0 v 0

es una matriz N,(a + 1) x Ny(m — 1), cuyos elementos no nulos son los coeficientes de H; ,
que multiplicaban a los vectores de simbolos $;_,+1.:—1 en (3.9).
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Entonces, la ecuacién que describe este nuevo vector de observaciones transformadas es

yi: =Hiost +g1, (3.13)
t+a t+a t+a
donde
[ Ht<0> 0 e e 0 T

H,,. (1) H., 0 0 - 0
H,, = o (3.14)

: : 0

Hio(m—1) Hyo(m—2) -+ -+ Hyo(0)

es una matriz N,(a + 1) x Ny(a+ 1) ys + esun vector columna N(a + 1) x 1.
t+a
Obsérvese que para obtener el vector de observaciones transformadas y : mediante la

t+a
ecuacion (3.11) es necesario conocer el canal (las matrices Hy.;, 1) y los simbolos transmitidos
desde el instante ¢ — m + 1 hasta el t — 1 (para construir el vector S;—,+1). Normalmente sélo
t—1
dispondremos de una estimacion del canal y los simbolos detectados en los instantes de tiempo
anteriores, S;_,,+1.t—1, N0 siempre serdn los verdaderos, por lo que (3.13) no serd en general una

igualdad sino una aproximacion.

3.2. Capacidad del canal MIMO

La mayor ventaja de los sistemas MIMO respecto a los sistemas tradicionales que emplean
una Unica antena en ambos lados del enlace radio tiene que ver con el concepto de capacidad.
La capacidad de un canal es la mdxima velocidad de transmisién a la que es posible una
comunicacion fiable entre un emisor y un receptor no sujetos a ninguna restriccion. A finales
de los afos cuarenta, Shannon demostré que para cualquier tasa de transferencia inferior a la
capacidad es posible encontrar un c6digo que alcance una probabilidad de error arbitrariamente
pequeiia (distinta de cero) [62]. Sin embargo, dicho cédigo podria tener un tamafio de bloque
muy largo y la complejidad del emisor y el receptor podrian ser muy elevadas.

La capacidad de un canal MIMO que no es selectivo ni en tiempo ni en frecuencia e
introduce ruido gaussiano es

NR
SN HHT) (3.15)

t

C = logdet (I+

donde SNR (del inglés, Signal-to-Noise-Ratio) es la relacion entre la potencia de la sefial y la
potencia del ruido en unidades naturales y H es la matriz de canal. Si la base del logaritmo es 2
(lo mas habitual), entonces la capacidad viene dada en bits/s/H z.

Cuando el canal es selectivo en frecuencia y/o variante con el tiempo, como en nuestro caso,
el célculo de la capacidad es mucho mas complejo. Sin embargo, en ambos casos se cumple
que la pendiente de la curva de capacidad crece linealmente con el minimo entre el nimero de
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antenas emisoras y el de receptoras [63]. Este hecho constituye el principal atractivo tedrico de
los sistemas MIMO.

3.3. Planteamiento del problema

En la Seccion 3.1 se presentaron las ecuaciones que modelan la transmision en un sistema
de comunicaciones MIMO. El emisor transmite una secuencia de simbolos que el receptor debe
recuperar a partir de unas observaciones que contienen a dicha secuencia perturbada por el
canal més un ruido. Por tanto, y basdndonos en el modelo de transmision descrito en el presente
capitulo, el objetivo dltimo de todos los algoritmos presentados en este trabajo serd la deteccion
de los simbolos transmitidos, sy, dadas las observaciones y,.,. Por lo general, el canal no es
conocido y debe ser estimado como paso previo a una deteccidn coherente de los datos. Nuestros
algoritmos van a partir siempre de un canal desconocido y producirdn estimaciones del mismo
como subproducto del proceso de deteccion.

Aun cuando el canal es desconocido, para estimarlo es necesario conocer al menos su orden
(el parametro m del modelo). Puesto que subestimar el orden del canal (asumir un orden menor
del que realmente tiene) practicamente imposibilita la deteccidn, es habitual considerar un orden
“lo bastante grande” (posiblemente mayor del que realmente tiene, en cuyo caso estariamos
sobreestimando el orden del canal) como para evitar dicha situacion. Sin embargo, sobreestimar
el orden del canal normalmente incrementa la complejidad del receptor al tiempo que reduce
su rendimiento en términos de probabilidad de error. Asi, en el Capitulo 6 de la tesis nos
planteamos el problema de la deteccion en sistemas MIMO en los que tanto los coeficientes del
canal como el orden del mismo son desconocidos. Se trata, por tanto, de detectar la secuencia
transmitida, S, a partir de las observaciones estimando la matriz de canal, H;, que a su vez
depende del pardmetro m (la memoria del canal), que también es necesario estimar.

3.4. Conclusiones

En este capitulo se han presentado las ecuaciones matemdticas que definen el
comportamiento del sistema MIMO que servird de base para todos los algoritmos desarrollados
a lo largo de la tesis. Hemos representado el proceso de transmision en términos de un sistema
dindmico en formato de espacio de estados al ser esta la manera mds conveniente para el
desarrollo de los algoritmos presentados en los capitulos siguientes.

El interés despertado en la actualidad por los sistemas MIMO se debe a que en ellos la
capacidad del canal crece linealmente con el minimo entre el nimero de antenas emisoras y
el nimero de antenas receptoras. Esto se traduce en tasas de transferencia de informaciéon mas
elevadas empleando el mismo espectro radioeléctrico, es decir, en un mayor aprovechamiento
del medio de transmision.
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Capitulo 4

Revision de aproximaciones anteriores

Son muchas las técnicas propuestas en la literatura para llevar a cabo la igualacion de canales
MIMO. Este capitulo reune algunas de las que hemos considerado més relevantes explicando
brevemente en que consiste cada una de ellas. Las hemos clasificado en dos grupos segin
estén basadas o no en la metodologia SMC. A las que no lo estdn las hemos denominado
convencionales.

Igualacién es el proceso que se lleva cabo en el receptor para anular el efecto que el canal
tiene sobre la sefial transmitida. En ultimo término, el objetivo que persiguen todos los métodos
descritos en este capitulo es detectar los simbolos transmitidos en el instante de tiempo ¢ en
base a las observaciones recogidas en dicho instante y, posiblemente, en instantes posteriores.
Asi pues, y a la vista de la ecuacién (3.2), queremos detectar el vector s; (incluido en $¢—m+1)
a partir de y,. Cuando el canal tiene memoria (m > 1) también es util considerar el modelz) de
observaciones apiladas dado por la ecuacion (3.9).

4.1. Métodos convencionales para la igualacion de canales
MIMO

En esta seccion estudiaremos algunos de los métodos cldsicos para la igualacion de canales
MIMO. En su mayoria son técnicas que ya se aplicaron originariamente con éxito a sistemas
con una unica entrada y una unica salida (SISO, del inglés Single Input Single Output), que
siguen siendo validos cuando tenemos varias antenas tanto en emisién como en recepcion.

4.1.1. Receptores Lineales

Constituyen una de las técnicas mds sencillas para igualar un canal MIMO y por
ello son ampliamente utilizados. Un filtro lineal para extraer el :-ésimo elemento de
St—m+1 en un modelo como el de la ecuacién (3.2) no es mds que un vector, f;; =

t

[foi(1), fei(2), -+, fri(N,)] T, de dimensiones N, x 1, cuyo producto escalar por el vector de

41
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observaciones da lugar a una estimacion, 5;—,+1(7), de dicho elemento, es decir,
t

gt—fgﬂ (i) = Tiyt' 4.1)

Debido al ruido que afecta a la transmision, la estimaciéon dada por el filtro f;; no se
corresponde con ninguno de los simbolos del alfabeto S. Se dice que S;—m+1(7) es una
t

estimacion blanda de s;—m+1(7) y, por medio de un detector de umbral, serd mapeada a un
t
simbolo de S, que constituye una estimacion dura de s;—n,+1(7). La Figura 4.1 ilustra la ecuacién
t

(4.1) y muestra el esquema de un receptor lineal que obtiene una estimacion blanda del i-ésimo
simbolo en S¢—m+1.
t

yi(1)

yt(Nr)

2) I}

§t—77t@—|—1 (7)

Figura 4.1: Esquema de un receptor lineal.

Para detectar el vector s;—,+1 al completo se pueden agrupar los filtros necesarios para
t

estimar cada uno de sus elementos en una matriz F,, de tamafio /V, x [V, cuya i-ésima columna se
corresponde con el filtro f; ; que utilizibamos en la ecuacion (4.1) para obtener una estimacion
blanda de s¢—n+1(7). Entonces,

t

St 41 = Fly, (4.2)

constituye una estimacion blanda de s;—m¢1.

t
Si, como es el caso que nos ocupa, el canal introduce dispersion temporal, una deteccién
fiable de los simbolos transmitidos en el instante de tiempo t requiere tener en cuenta
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observaciones posteriores a dicho instante (procedimiento al que nos referiremos como
“suavizado’). Podemos obtener estimaciones blandas de los simbolos en s; teniendo en cuenta
las observaciones y,,; . (donde a > 0 es el factor de suavizado) si construimos filtros que
detecten en alguno de los modelos apilados de la Seccién 3.1.1.

A la vista de las ecuaciones (3.9) y (3.13) podriamos estimar mediante filtrado lineal los
vectores de simbolos s;.;+, (los vectores de simbolos §;_,,,11..—1 contenidos en el vector $¢—m+1

de la ecuacioén (3.9) ya han sido detectados entre los instantes t — m + 1y t — 1), pero séigael
vector s; estaria siendo detectado con un factor de suavizado a. La deteccion del vector s; 11 se
efectuaria basandose en las observaciones y, ., (supuesto conocido el canal, las observaciones
anteriores a t + 1 no aportan nada) y el vector s, , se estaria detectando sin llevar a cabo ningun
tipo de suavizado.

De aqui en adelante supondremos que el canal tiene memoria y, ya sea en base a la ecuacion
(3.9) o ala (3.13), construiremos un filtro matricial, F, ,, que estime los simbolos transmitidos
en t con factor de suavizado a > 0. A la hora de construir dicho filtro se pueden seguir diversos
criterios. A continuacion revisaremos dos de los mas comunes.

Decorrelacion

Una primera aproximacion consiste en calcular F,, como la pseudoinversa [64] por la
izquierda de la matriz de canal (o de una estimacion de la misma en caso de que sea
desconocida). Asi, el filtro de decorrelacidon (también conocido como forzador de ceros) para
estimar Sti en (3.13) es [1]

a

o T

_ _ -1
F;I,—a = <H;,raHt7a) Ht,a' (43)

Notese que la pseudoinversa por la izquierda de una matriz solo existe cuando el nimero de
filas es mayor o igual que el de columnas (en éste tiltimo caso, tendriamos que la pseudoinversa
seria equivalente a la inversa). Por tanto, solo podemos utilizar un receptor de decorrelacion
para llevar a cabo la deteccién en la ecuacién (3.9) si Ny(a+ 1) > Ny(m+a). Cuando N, = N,
(el nimero de antenas receptoras es igual al de transmisoras) esta condicion se reduce a m = 1,
es decir, a que el canal no tenga memoria. Para superar esta limitacién recurrimos al modelo
de observaciones transformadas que viene dado por la ecuacion (3.13): siempre que tengamos
al menos tantas antenas emisoras como receptoras es posible estimar s ¢ en esta ecuacion

t+a
mediante un filtro de decorrelacion, ya que N,(a + 1) > N(a + 1) tan sélo implica N, > N,.
El receptor de decorrelacion es 6ptimo en ausencia de ruido, pero cuando €ste estd presente,
podria verse amplificado a la salida del filtro, que viene dada por

~ T - T 0 T
s: =F + =F, H,,s: +F t
t+a t’ayt+a Lamhas g t’agt+a

-1
O’ B s R & T T
= (Ht,aHt7a> Ht,aHtaS ¢+ Ft,ag t =S¢ + Ft,ag t - (4.4)
t+a t+a t+a t+a
Asi pues, este receptor no tiene en cuenta en modo alguno la potencia del ruido gaussiano que
afecta a las observaciones que va a procesar.
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Error cuadratico medio minimo

El criterio MMSE (Minimum Mean Square Error) [1] elige los coeficientes del filtro de
manera que se minimice el error cuadritico medio cometido en la estimacion de los simbolos
transmitidos, es decir, F, , se calcula como

T
F, .yt —St-mt1
t+a t+a

2
F, = argmin B “ ‘ ] , 4.5)

donde ||-||* denota la norma cuadritica del vector correspondiente.

En el Apéndice A se resuelve el problema de optimizacion (4.5) para un sistema MIMO
genérico. Utilizando la ecuacion (A.13) obtenida al final de dicho apéndice tenemos que el filtro
MMSE para detectar el vector de simbolos transmitidos, St—m+1, €n la ecuacion (3.9) viene dado
por t+a

Fi. = (Hia0?H,, +0%1)  0°H,,. (4.6)

El receptor MMSE no amplifica el ruido a la salida del filtro, lo cual constituye su principal
ventaja frente al receptor de decorrelacion. Es mas: cuando la varianza del ruido tiende a cero,
el detector MMSE se puede reducir al de decorrelacion. Asi, para SNRs altas el rendimiento
de ambos es practicamente el mismo, mientras que para SNRs bajas el del receptor MMSE es
sensiblemente mejor.

4.1.2. Receptor realimentado

La Figura 4.2 muestra el diagrama de bloques de un igualador con realimentacién de
decisiones (DFE, Decision Feedback Equalizer) tipico, que no hace suavizado.

Este tipo de receptores consta de dos filtros lineales y un detector de umbral intercalado
entre ambos. El filtro de realimentacion o filtro regresivo se encarga de suprimir la interferencia
intersimbolica (ISI) de las observaciones utilizando las estimaciones duras proporcionadas por
el detector de umbral en instantes de tiempo anteriores (almacenadas por medio de una linea de
elementos de retardo), mientras que el filtro hacia delante o progresivo compensa la distorsion
introducida por el canal. La estimacion (blanda) del vector de simbolos transmitidos, s;, a la
salida del filtro viene dada por

S; = FTyt — B st—ma1. 4.7)

t—1
El filtro hacia atrds se descompone en las submatrices que en la figura aparecen multiplicando
a cada uno de los vectores de simbolos detectados en los instantes anteriores: B' =
B(m —1),--- ,B(—1)].

El DFE funciona mejor que un receptor lineal convencional cuando la probabilidad de error
en las decisiones es baja (a efectos practicos, cuando la SNR es alta) [57]. En tal caso, la no
linealidad que introduce el detector de umbral permite eliminar el ruido asociado a estimaciones
previas. Cuando la probabilidad de tomar una decision incorrecta es alta, este tipo de receptores
sufren el problema de la propagacion de errores: una decision incorrecta en un determinado
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Vi Filtro hacia delante
F
Filtro de realimentacion .
l\--- - ------"-"-"-"-"-""-""-""-""-""-"-""-"-"°--"°-"°-~"°-~"°-~""-“""-=/""‘"=""“"”~"~"“~"=~"“"=~="-~/"~="~"°~=""-"°=-~ St
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| retardo umbral |

Figura 4.2: Esquema de un receptor DFE.

instante de tiempo hace que no se elimine correctamente la ISI en instantes futuros, lo cual
dard lugar a malas estimaciones de los simbolos, que a su vez originardn mds decisiones
incorrectas.

El esquema DFE puede extenderse para obtener estimaciones suavizadas. La principal
diferencia, en este caso, es que el filtro F debe mitigar también la ISI anticausal (debida a
los simbolos transmitidos en instantes posteriores al de los simbolos que se estan tratando de
detectar) .

4.1.3. El algoritmo de Viterbi

El algoritmo de Viterbi (VA, del inglés Viterbi Algorithm) es un algoritmo de programacion
dindmica' disefiado para encontrar la secuencia de estados que m4s verosimilmente da lugar a
una determinada secuencia de observaciones.

Para poder aplicar el VA es necesario que el coste de cualquier secuencia de estados pueda
descomponerse en la suma de los costes de cada una de las transiciones que la originan y que
éstos sean no negativos. El algoritmo obtiene entonces la secuencia de menor coste eligiendo
aquellas transiciones que minimizan dicha suma. A continuacién veremos como el problema
de encontrar la secuencia de vectores de simbolos transmitidos més verosimil en el modelo de

'Un algoritmo de programacién dinamica obtiene la solucién a un problema dividiéndolo en subproblemas
solapados que se resuelven secuencialmente.
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sefial del Capitulo 3 se reduce a minimizar un sumatorio de distancias entre vectores (que haran
el papel de costes).

En el sistema dindmico descrito por las ecuaciones (3.1) y (3.5), la secuencia de vectores
de simbolos mds probablemente transmitida, s¢.;, dadas las observaciones, y,.,, es aquella que
maximiza la probabilidad a posteriori, es decir

So.y = arg ns10éxp(s():t|y0:t). (4.8)
HA
Descomponiendo dicha probabilidad por medio del teorema de Bayes como

P(Yo.t|So:t)P(So:t) (4.9)
p(Yo)

considerando todas las posibles secuencias de vectores transmitidos igualmente probables

(p(so.t) es constante), y teniendo en cuenta que p(y,.,) es una constante de normalizacién que

no depende de sg.;, tenemos que el problema de optimizacion de la ecuacion (4.8) se reduce a

P(So:t|¥o.:) =

So.¢ = arg Hsl(iXp(y‘):t’SO’t)' (4.10)

y hemos pasado de un problema MAP (Maximum A Posteriori) de maximizaciéon de la
probabilidad a posteriori a uno MV de maximizacion de la verosimilitud.
La verosimilitud anterior se puede descomponer a su vez como

P(Youl$0:) = Hp VilSiom14) @.11)

donde, atendiendo a la ecuacién (3.2), el :-ésimo factor del producto es una normal de media
w, = Zgl H;(l)s;_; y matriz de covarianza aglNr. Sustituyendo las probabilidades por la
expresion de su f.d.p. resulta

¢
—N./2
P(YoulSo:t) = H QWU exp <_@(yi — i) (y; — Nz)) (4.12)

= g

que debemos maximizar con respecto a Sy, para obtener la secuencia mas probablemente
transmitida. En lugar de maximizar p(y,.,|So.t), podemos maximizar su logaritmo natural

log (p(¥o.¢|s0:t)) = log (H (27"‘7;)_Nr/2> + log (H exp <_%(yi - .Uz')T(yz' - NZ)>)

=0
d 1
=k + Zlog (exp (—ﬁ(yl i)' (y m)))
i=0 O-g
d 1
— o+ Y (gt )T )
! ; 207 )
t
= ki =k Yy (¥ — ba) (¥ — ) = k1 — ko Z ly; — il (4.13)

=0 =0
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donde k; = log (Hﬁ:o (27?03)_N’/2> y k2 = 1/207 no dependen de ;.
A la vista de la ecuacién (4.13), maximizar log (p(y,.|So:1)) es equivalente a minimizar
S lly; — wil|* y el problema de optimizacién que finalmente resulta,

2

t t m—1
, 2 ,
So.t = - — = m ;= I'Iz { Si— s 4.14
0:+ = argmin ;:0 y; — il|” = arg nin ;:0 Y ?:O (D)sii (4.14)

se puede resolver por medio del VA conociendo (o estimando) las matrices de canal H;([) para
todoi=0,--- ,tytodol=0,--- ,m— 1.

El Apéndice B explica més en detalle el algoritmo de Viterbi y muestra su funcionamiento
sobre un sencillo ejemplo basado en el modelo de sefial utilizado en esta tesis.

Uno de los mayores inconvenientes del algoritmo de Viterbi es que no permite comenzar la
deteccion de los simbolos transmitidos hasta que se recibe la dltima observacion de la trama.
Ademads, es necesario tener almacenados tantos caminos como estados tenga el frellis, y su
longitud aumenta con el tiempo. Una posibilidad para paliar en cierta medida este problema
consiste en no almacenar en el instante de tiempo ¢ la secuencia completa de estados (o de
entradas) que determina cada uno de los caminos supervivientes, sino tnicamente la parte de la
misma comprendida entre los instantes ¢t — d y t, siendo d un parametro de disefio. En tal caso,
en el instante ¢ se detectan los simbolos transmitidos en ¢ — d y, por tanto, s6lo es necesario
recibir las d primeras observaciones para comenzar la deteccidn de los simbolos transmitidos.
En [65] se prueba que utilizando un d igual a 4 6 5 veces la memoria del canal se consigue un
resultado muy cercano al que se tendria esperando hasta el final de la trama para comenzar la
deteccion.

4.1.4. Procesado por supervivientes

Como se vio en la seccidn anterior, el algoritmo de Viterbi halla la secuencia de vectores de
simbolos transmitidos que maximiza la probabilidad condicional de las observaciones, es decir,
la secuencia mas verosimil. Pero lo hace asumiendo que la informacién del estado del canal es
perfectamente conocida en todo momento. Esto no es cierto en la practica: nunca se conoce con
precision el canal y una buena estimacién es lo méximo a que se puede aspirar. Por tanto, el uso
de cualquier algoritmo que parta de que el canal es conocido debe ir precedido de un proceso
de estimacion del mismo.

Al explicar el algoritmo de Viterbi se vio una modificacion del mismo que hacia posible
comenzar la deteccion de los simbolos transmitidos antes de recibir la tltima observacion de la
trama. Dicha mejora permitia al VA detectar los datos transmitidos con un cierto retardo. Si se
considera un canal variante en el tiempo, como ocurre en nuestro modelo de sefial, podriamos
pensar en utilizar un estimador de canal externo alimentado por los simbolos que el VA vaya
detectando y que proporcione al mismo las estimaciones de canal que necesita. Sin embargo,
el retardo mencionado haria que las estimaciones de canal no “llegaran a tiempo” al Viterbi, lo
cual degradaria el rendimiento del algoritmo tanto mas cuanto mds rapidamente varie el canal.
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La situacion anterior se podria evitar si la estimacion de canal estuviera de alguna manera
integrada en el propio algoritmo de Viterbi. Esta es la idea fundamental en torno a la cual gira
el procesado por superviviente (PSP) [66]. Al igual que el VA, es un algoritmo de busqueda
en trellis, pero ahora cada camino dispone de sus propios pardmetros (a diferencia de lo que
ocurria en el VA, donde todos los caminos compartian un mismo conjunto de pardmetros), y
éstos se irdn actualizando a medida que aquel se va extendiendo (esto es, los nuevos vectores de
simbolos que se incorporan a la secuencia detectada se utilizan para reestimar los parimetros).

Otra diferencia entre el VA y el PSP estd en el nimero de caminos que mantienen por
estado. Vefamos en la seccion anterior como, en un determinado instante de tiempo, el VA
almacenaba tinicamente el mejor camino (el de menor coste) que llegaba a cada estado. Esto es
debido a que, cuando el canal es perfectamente conocido, los costes estan “bien” calculados, es
decir, puesto que se conocen con exactitud los pardmetros de los que depende no hay ninguna
incertidumbre en los valores obtenidos. Cuando sélo disponemos de una estimacion de los
parametros necesarios para calcular las métricas, €stas no son exactas. Para aliviar en cierta
medida este problema, el PSP retiene en cada instante de tiempo un nimero P (por lo general,
P > 1) de caminos por estado, cada uno de los cuales se denomina superviviente.

Para utilizar el PSP en nuestro modelo de sefnal, vamos a asociar a cada camino del trellis
una estimacion de la matriz de canal, H;, necesaria para calcular el coste de las transiciones
entre estados. E1 PSP opera entonces de forma andloga al VA. En primer lugar, dado un camino
(superviviente) hasta la t-€sima etapa del trellis, se calcula en base a la estimacion de canal que
tiene asociada el coste de cada posible transicidon que parta de su estado actual. Si el trellis tiene
N, estados y estamos manejando P supervivientes por estado, esto da lugar a N, P |S Nt| ramas
o caminos que llegan hasta la etapa ¢t + 1 del trellis. De entre ellos se eligen los P mejores
(de menor coste) que llegan a cada estado y se actualizan sus correspondientes estimaciones de
canal empleando el dltimo vector de simbolos afiadido al camino (el que etiqueta la dltima
transicion). La Figura 4.3 muestra el trellis asociado a un sistema como el que sirve para
explicar el funcionamiento del VA en el apéndice B (/V; = 1 antena transmisora, N, = 1 antena
receptora y memoria m = 3), en el que tenemos P = 2 supervivientes por estado. El i-€simo
superviviente en el instante ¢ determina una secuencia de vectores de simbolos transmitidos,
ng, y tiene asociada una estimacion de canal, Hgi). Noétese, asimismo, que las estimaciones de
canal y secuencias de simbolos correspondientes a distintos supervivientes de un mismo estado
son diferentes (aunque las secuencias de simbolos necesariamente han de tener en comun los
ultimos m — 1 vectores, que son los que constituyen el estado).

4.1.5. Algoritmo BCJR

El algoritmo de Viterbi encuentra la secuencia de simbolos mds probablemente transmitida
de entre todas las posibles cuando éstas son equiprobables a priori (en ausencia de
observaciones). Si no se da esta condicién, el VA obtiene la secuencia més verosimil, que no es
necesariamente la més probablemente transmitida dadas las observaciones disponibles (i.e., la
que maximiza la probabilidad a posteriori).
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Figura 4.3: Diagrama de trellis de un PSP.

En 1974 Bahl, Cocke, Jelinek y Raviv propusieron un algoritmo (conocido por el acrénimo
BCJR) [67] para calcular las probabilidades a posteriori de las transiciones y estados que
atraviesa un proceso de Markov cuando las observaciones que genera estian perturbadas por un
canal discreto sin memoria. Aplicado a un modelo de sefial como el del Capitulo 3, el algoritmo
BCJR halla en cada instante de tiempo el vector de simbolos transmitidos que maximiza la
probabilidad a posteriori. Es decir, encuentra el vector s, tal que

St = argmax p(s¢|yo.r), 1 > t. (4.15)
St

Noétese que éste es un problema de optimizacion distinto al planteado por la ecuacién (4.10),
que es el que en dltima instancia resuelve el VA, y al planteado por la ecuacién (4.8) que resulta
de (4.10) cuando todas las secuencias de vectores de simbolos tienen la misma probabilidad de
ocurrencia.

El BCJR opera procesando la secuencia de observaciones recibida dos veces: una hacia
delante, en la que para cada instante de tiempo se calcula la probabilidad de cada posible
estado del sistema dadas las observaciones recibidas hasta ese instante, y otra hacia atrds en
la que se calcula la verosimilitud de cada estado en base unicamente a las observaciones que
siguen al instante que se estd procesando. Combinando ambas probabilidades se puede obtener
la probabilidad a posteriori de cada estado en cada instante de tiempo, asi como la probabilidad
asociada a cada transicion que haya podido tener lugar en el sistema.
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El algoritmo BCJR juega un papel fundamental dentro del campo de la codificacién de canal
al ser utilizado (entre otros) por los cédigos turbo [68].

4.1.6. Algoritmo EM

El algoritmo EM (del inglés, Expectation Maximization) [69] se utiliza para realizar
estimacién paramétrica basada en el criterio de maxima verosimilitud cuando, o bien no es
posible maximizar directamente la funcién de verosimilitud, o bien el resultado de la misma
da lugar a un procedimiento computacionalmente muy costoso. Algoritmos similares al EM (y
que en ultimo término se reducen a éste) se habian empleado con anterioridad, pero fueron
Dempster, Laird y Rubin quienes, en el afo 1977, enunciaron formalmente el algoritmo y
acuifiaron el término EM [70].

Supongamos que queremos estimar por maxima verosimilitud un parametro ¢ (posiblemente
vectorial), que toma valores en el conjunto ©, dado un conjunto de observaciones relacionadas,
y. Es decir, queremos hallar

0 = arg méax p(y; 6). (4.16)
90

El algoritmo EM parte de la base de que existen un conjunto de datos no observados, que
denotaremos por X, cuyo conocimiento simplificaria notablemente el problema de estimacion.
Algunos autores asumen que los datos observados son una transformacién no invertible (y que
da lugar a una pérdida de informacién) de los no observados [71], por lo que éstos ultimos
contienen toda la informacién disponible para la estimacion del parametro 6. Otros autores
consideran que los datos no observados completan de alguna manera a los observados y ambos
son relevantes de cara a la estimacion de 6. Nosotros seguiremos esta segunda aproximacion y
vamos a distinguir entre

= y, el conjunto de datos observados,
= X, el conjunto de datos no observados, y
» z = {y, x}, el conjunto de datos completos.

Notese que las f.d.p. de y, x y z dependen del pardmetro €, por lo que vamos a denotarlas
p(y; 0), p(x;0) y p(z; 0), respectivamente.

Simplemente utilizando la definicién de probabilidad condicional, podemos escribir la
verosimilitud para los datos completos como

p(z;0) = p(x,y; 0) = p(x]y; 0)p(y; 0). (4.17)

Tomando logaritmos a ambos lados de la igualdad y despejando el término que involucra la
verosimilitud de las observaciones resulta

log p(y; 0) = log p(z; 0) — log p(x|y; ). (4.18)
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Todos los términos de (4.18) son en tltima instancia funciones de 6 (y de los vectores aleatorios
y y x). Evaluando entonces dicha ecuacion para un valor arbitrario 6’ y tomando la esperanza
respecto de p(x|y; 0), que denotaremos por E, ; ['], tenemos

log p(y;: 0) = U(0,0) — V(¢ 0) (4.19)

donde
U(0',0) = By log plz: 0)] (4.20)
V(¢',0) = Ey 4 [log p(xly; 0)] (4.21)

y se ha tenido en cuenta que, trivialmente, E,,_; [log p(y; )] = log p(y; 0).

Intuitivamente, estamos calculando cudl seria en término medio la verosimilitud logaritmica
del parametro ¢’ a la vista de las observaciones, suponiendo que el verdadero parametro del que
dependen los datos (tantos los observados como los no observados) es 0.

Se puede demostrar [71] que la funcién V' satisface

V(0,0) <V(0,0),V0 (4.22)
por lo que eligiendo 6’ tal que A A
Uu@,0)>U(@,9), (4.23)
tenemos
Uu@,o)—-vee,0)>uU(@,0)—V(0,0) (4.24)
0, equivalentemente, segtn la ecuacién (4.19),
log p(y; ¢) > logp(y; ), (4.25)

es decir, la verosimilitud (logaritmica) de 6’ es mayor que la de 0 y de esta forma es posible
construir una secuencia de estimaciones del pardmetro # no decrecientes en verosimilitud que
tienden, por tanto, a un maximo de la funcién de verosimilitud p(y; 6).

Asi pues, partiendo de una estimacién inicial, (), del pardmetro 6, el algoritmo EM
incrementa la verosimilitud para los datos observados iterando los siguientes pasos:

1. Etapa E (esperanza): calcular
U,0%) = Eyp.i0 log p(z; 6)] (4.26)

Esto supone utilizar los datos incompletos (observados) y la estimacion actual de los
parametros para obtener un conjunto de estadisticos suficientes de los datos completos.

2. Etapa M (maximizacién): hallar 60+ tal que

6l = arg mezlix U609y, (4.27)

esto es, actualizar la estimacion del pardmetro maximizando la verosimilitud de los datos
completos.
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Las ecuaciones (4.26) y (4.27) son la base del algoritmo EM. Como en todo algoritmo
iterativo determinista que trata de maximizar una funcién con méximos locales, la inicializacion
es importante y la capacidad del EM para encontrar el maximo global depende en buena medida
del H© elegido.

Noétese que EM es mds una metodologia que un algoritmo y para un mismo problema
de estimacion podemos derivar diferentes algoritmos EM de acuerdo a la informacion que
identifiquemos como los datos no observados. Siempre se elige x de tal manera que los calculos
en (4.26) y (4.27) sean mds simples que el problema de optimizacion (4.16). El precio de éste
decremento en la complejidad es una convergencia posiblemente lenta del algoritmo EM. Se
debe buscar un compromiso entre complejidad computacional y velocidad de convergencia que,
en dltima instancia, va a depender de cuanta informacién acerca del parametro a estimar, 6,
estd contenida en los datos completos [70, 72, 73].

En nuestro modelo de sefial, el pardmetro a estimar en el instante ¢ es el vector con
los simbolos transmitidos, s;, y el conjunto de datos incompletos viene dado por el vector
de observaciones y,. En cuanto a los datos no observados, la eleccion que hagamos de los
mismos va a determinar el algoritmo resultante. En [74] se deriva un receptor multiusuario para
un sistema CDMA que detecta el simbolo transmitido por el k-ésimo usuario considerando
los transmitidos por los restantes el conjunto de los datos no observados. Asi pues, dicho
conjunto vendria dado en este caso por x¥ = {s;(1), -+ ,s:(k — 1), s:(k+ 1), ,5(N)}y,
siendo sgi)(k’) la estimacidn del k-ésimo elemento de s; en la ¢-€sima iteracién del algoritmo,
tendriamos el estadistico

U (st k), 57 (R) = By, o0y |log (v, X3 st (k)] (4.28)

Ely -o(%
Xi |yt73t

.. .. . ., i1 .
cuya maximizacion da lugar a una nueva estimacion, s,ﬁl )(k) de s:;(k), que tiene una

verosimilitud mayor que la de s.” (k).

Cuando el pardmetro a estimar es multidimensional, como en este caso, una generalizacién
del algoritmo EM conocida como SAGE (Space Alternating Generalized EM en inglés) [75]
permite incrementar la velocidad de convergencia. La idea es aplicar de forma alternada
el algoritmo EM sobre conjuntos disjuntos de pardmetros. En el problema que nos ocupa,
podriamos considerar cada conjunto formado por uno de los simbolos de s;. Un receptor CDMA
que utiliza el algoritmo EM de esta manera se puede encontrar en [74].

4.2. Igualacion de canales MIMO basada en métodos SMC

Para aplicar los métodos secuenciales de Monte Carlo al problema de la igualacion de
canales MIMO nos vamos a plantear la aproximacion de la f.d.p. de los simbolos dadas las
observaciones, es decir, p(So.¢|y,.;). Dicha densidad contiene toda la informacion estadistica
relevante para la estimacion 6ptima (bayesiana) de s.;.

Un algoritmo SMC cuya f.d.p. objetivo es p(so.¢|y.;) proporciona en el instante de tiempo ¢

. Y M
: d iad {cul (@) (@) :
un conjunto € muestras con PESOS asociados (partlcu as), So.¢s Wy , que constltuyen una
i=1
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representacion discreta aleatoria de la la mencionada f.d.p. Esta puede aproximarse entonces
como

M
Dar(So:lYou) = Y (S0 — s6)wp” (4.29)
=1

A partir de pas(So.t|y..) es facil obtener un estimador de cualquier funcién de los simbolos
transmitidos que nos interese. Asi, por ejemplo, podemos construir un detector MAP cuya salida
sea el vector de simbolos

M
§77 = argmédx {Z d(st — sE"))wf)} : (4.30)
St

i=1

Esto se reduce a seleccionar la particula que acumula el mayor peso (ha de tenerse en cuenta
que algunas particulas pueden estar replicadas).

4.2.1. Funcion tentativa 6ptima sin suavizado

Supongamos que queremos llevar a cabo la deteccién del t-ésimo vector de simbolos
transmitidos y para ello solo disponemos de las observaciones hasta el instante ¢, es decir,
supongamos que no podemos (0 no queremos) llevar a cabo ningtin tipo de suavizado. Entonces,
la f.d.p. a aproximar mediante SIS es p(So.¢|Yo.;)-

Cuando se explicé el muestreo enfatizado en la Seccidn 2.3, se dijo que la funcidn tentativa
Optima es la propia funcion a aproximar. Asi pues, en este caso la funcion tentativa Optima
es q(So:t|Yor) = P(S0:t|¥o.¢)> que se puede descomponer aplicando el teorema de Bayes y la
definicién de probabilidad condicionada como

P(¥elS0:t, Yo 1)P(S0:t Yo 1) P(VelSo:ts Your—1)P(St|S0:t-1, Yoo 1)P(So:-1 Y1)

Plso:l¥oe) = P(Yel¥oi—1) B P(¥el¥ou-1)
(4.31)
El vector s; es independiente de todos los vectores de simbolos y de todas las observaciones
anteriores®, So.; 1 € Yo,_1, Tespectivamente, por lo que p(s¢Sot_1,¥os 1) = p(s¢), que
suponemos constante. Ademas p(y,|y,.,_;) no depende de s, de tal manera que
P(So:t|Yo.r) o< P(Y:[So:t: Yo.r1)P(So:e-1]Yo.-1)- (4.32)

Obsérvese que, dados los vectores de simbolos sy, el sistema dindmico que definen las
ecuaciones (3.2) y (3.6) es lineal en H; y gaussiano. El KF se puede integrar en el algoritmo
SIS cuando el sistema dindmico es condicionalmente lineal, y el método resultante recibe el
nombre de MKF (Mixture Kalman Filter) [76]. En el Apéndice D se explica como calcular la
verosimilitud p(y,|So.¢, ¥o.._1) - que aparece en la ecuacion (4.32), mediante el KF.

ZNétese que, atin cuando el canal es dispersivo, la primera observacién que involucra al ¢-ésimo vector de
simbolos es y,.
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En la Seccién 2.4.2 veiamos que el muestreo enfatizado secuencial requiere que la funcién
tentativa en el instante ¢ se incluya a si misma en el instante anterior. En el modelo de sefial que
nos ocupa, esto se traduce en una funcion tentativa de la forma

q(So:¢|¥0.1) = q(S¢[S0:t-1, ¥o.¢)q(So:—1[¥0.11)- (4.33)

Asi pues, si la funcion tentativa es q(so.t|yy.:) = P(So+t|¥o.), tenemos que, a la vista de
la ecuacion (4.32), q(St|Yo.c—1,Yo.:) X P(¥;|S0:t, Yo..—1)- Para poder tomar una muestra de s;,
dicha funcién tentativa marginal debe ser normalizada, por lo que en dltima instancia vamos a

muestrear de:
p(yt|50:ta yO:t—l)

§: €SNt p(yt’SO:t—la gta y[);t_l) '

q(s¢[S0:t—1,¥0.) = 5 (4.34)

Si en el instante ¢ disponemos de un conjunto de particulas, {Sé% 1,w§ )1} , que
=1

aproxnnan la f.d.p. p(So:t—1|¥o.,—1 ), 1a metodologia SIS consiste en tomar una muestra st~

(st]s()t 1,Yo.) v anadirla a sél | para obtener una muestra sél ~ q(80:¢|¥o.;)- El peso de las

muestras en el instante ¢ se puede calcular entonces, gracias a la descomposicion recursiva de
las f.d.p. objetivo y tentativa, a partir del peso que tenian en ¢ — 1 como

= Z p(yt|sél:1)‘fl7 St yo;tfl)ﬁ),gi)l.

§:eSNt

(2

= () _ (S(()ZHYO +) ~ p(yt|séfi, yO:tfl)p(S(()zsifJYO:tfl)
q(s)

W ‘ ) p(Yt|s((Jliivyo-t—1)Q(s((ﬁi 11¥0:t—1)
Yot :42Yo: t— :

s, s PVEISS_ 1 8t¥0:—1)

(4.35)
y el algoritmo SIS con funcién tentativa 6ptima sin suavizado se resume en
(#)
% p(y |S ) Yo:t— )
SIE ) (St‘SOt 15 Yo t) - . Ot(i) o ~1 (436)
ZﬁtesNt P(YelSo:t-1, 8t Yo:t-1)
@) =@ D pYstior 8 Youo) (437)

StESNt

mads pasos de remuestreo cuando sea necesario. Téngase en cuenta, ademds, que cada nuevo
vector de simbolos, sgi), que se afiade a la i-ésima particula en el instante ¢ es utilizado para
actualizar su correspondiente KF de acuerdo a las ecuaciones que figuran en el Apéndice D.
En la ecuacion (4.37), el factor por el que se multiplica el peso de la i-ésima
particula en el instante ¢ — 1 para obtener el peso de la nueva muestra en el instante ¢,

> s,esm PV \s(()?:_l, St, Yo..—1)» no depende del vector sgi) muestreado. Es debido a que la funcion

(4)

tentativa es la propia f.d.p. a aproximar, por lo que todas las muestras, s,’,7 = 1,--- M,
obtenidas en el instante ¢ son i.i.d. Las muestras s(()’:i, ¢ =1,---, M tendran en dltima instancia

pesos diferentes debido a que cada vector de simbolos muestreado (nétese que sgl procede
de muestrear individualmente los vectores sg, s1, - - - ,S;) se utiliza para actualizar el KF que

permite calcular la verosimilitud p(yt]soi 1,8t Yo4—1 ), de tal manera que

SOt # S()t = p(Yt’SOt 18 Yo1) 7 P(Yt|s(()]:271=§t,§’o;t71>-
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Pseudocodigo 4 Algoritmo SIS Sptimo sin suavizado
para cada instante de tiempo t = 1,2, . ..
para cada particula: = 1,..., M
s€a aCUMyerosimil <— 0
para todo s, € S™
il (i)
verosimil(s;) < p(¥,|st; So.1—1, You-1)
ACUMyerosimil +— ACUTNyerosimil + VETOSTMIl(S;)

muestrear sgi) ~ qi(8;) = verosimil(s;)/acumyerosimil

obtener el peso sin normalizar wﬁ’) — W ACUMyerosimil

actualizar el i-€simo KF utilizando la muestra sgz)
M~ (i)

calcular W« > .7, w,

para cada particulat =1,..., M
normalizar su peso w\” — @\" /W

~ 2\ —1
estimar el tamafio efectivo de la muestra, M.y « (Zf\il wgl) >

si M.; < .M entonces
remuestrear

El Pseudocddigo 4 describe la implementacion del algoritmo.

Este algoritmo presenta dos inconvenientes: por un lado su complejidad es exponencial en
N, (debemos calcular |S|™ veces la verosimilitud p(yt]s((ﬁ_l, St,Yo.+_1), una por cada §; € S™)
y por otro, su rendimiento es muy pobre cuando m > 1. Esto ultimo es debido a que tinicamente
tiene en cuenta la observacion ¢-€sima para detectar el t-ésimo vector de simbolos transmitidos
(y la energia de éste se encuentra dispersa a lo largo de las observaciones y,., . ,,,_,). Por tanto,
como se explicd anteriormente, para igualar canales con memoria es necesario algin tipo de
suavizado para conseguir una deteccion fiable de los datos.

4.2.2. Funcion tentativa 6ptima con suavizado

En este caso, la funcion tentativa es también la propia funcién a aproximar, pero ahora
nos planteamos la aproximacién de p(So.t|¥g..;,). donde a es el factor de suavizado. En el
contexto de los métodos secuenciales de Monte Carlo el suavizado recibe el nombre de muestreo
retardado [45, 58], ya que si el factor de suavizado es a, no se puede obtener la ¢-€sima muestra,

siz), hasta haber recibido la observacion ¢ + a.

Nuevamente, nos interesa que la funcion tentativa en el instante ¢ nos permita aprovechar
las muestras que estaban disponibles en el instante ¢ — 1. Por conveniencia vamos a elegir una
funcion tentativa de la forma

Q(SO:t|YO:t+a) = q(st[So:t—1, YO:t+a)‘J(SO:t—1 ¥Yo.0-1) (4.38)
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y definir la ¢ marginal de la que se muestrea el vector s; como

p(yt:t—i-a ‘ S0:t5> ¥0:t—1 )p(st ’SO:t—l ) yO:t—l)
p<yt:t+a|50:t717 Yo:t—1)
X p(Yt:t+a|SO:t7 yO:t—l) (4.39)

q(St ‘s01t717 y0:t+a) = p(st ‘s0:t717 YO:t+a) =

donde para llegar a la proporcionalidad final hemos utilizado que p(y,.,.,[S0:t~1, Yo.s—1) €S una
constante de normalizacién que no depende de s;, y que p(st|s0:t_1,yo;t+a) también es una
constante al ser la probabilidad a priori de s;.

Para calcular la verosimilitud p(y,.,, ,|So:t, ¥o..—1) son necesarios los vectores de simbolos
St+1:4+q- Aplicando el teorema de la probabilidad total tenemos que

p(Yt:t+a|SO:t7 yO:tfl) = Z p(yt:t+a7 St1:t+aS0:t, YO;tfl)

St41:t4q€SNE

= Z P(YestralS0:t: St 145 Yor—1)P (St 1:44+aS0:t5 Yore—1)

St+1:t4+a€SNtE

X Z p<yt:t—|—a 1S0:, St-t1:t4a> Yoit—1) (4.40)

St41:t1a€SNtE

y la verosimilitud de las observaciones desde ¢ hasta t+a se puede descomponer entonces como

p(Yt:tJra’SO:t’ St+iit4arYou_1) = p<yt+a|SOIt7 St+1:t+as YU:tJrafl)p(}It:tJrafl 10:t, St41:t+a—1> Your—1)

a

= Hp(Yt+k|SO:ta St1:t-+ks YO:t—i-k—l) (4.41)
k=0
de tal manera que, finalmente,
P(YestralSots You—1) o Z HP(Yt+k|SO:t’ Stttk Yo kt1)- (4.42)

St41:t+a€SNte k=0

Cada una de las verosimilitudes que aparecen en el producto de (4.42) se puede calcular
por medio del KF utilizando las ecuaciones del Apéndice D. Nétese que para calcular
P(Ysi /S0t St41:64%5 Yo k—1) Por medio de la ecuacion (D.10) hacen falta la media y la
covarianza predictivas de Kalman en el instante ¢ + k. Asi pues, para k& > 0 es necesario
avanzar k pasos en el KF, esto es, iterar sobre las ecuaciones (D.5)-(D.8) utilizando los
vectores S;,S;11, - ,S;4k_1 para obtener Et+k|t+k_1 Y Citrjt4r—1 (respectivamente, la media
y covarianza predictivas calculadas por el KF para el canal).

La funcién tentativa Optima para muestrear s; se obtiene normalizando (4.39) sobre todos
los posibles vectores de simbolos,

p(yt:tJra |50:t’ yO:t71>

= . (4.43)
§:eSMt p(yt:t+a |SO:t— 1,8t Yo:t—1 )

q(st|SOIt—1’y0:t+a) - Z
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La funcién objetivo, por otro lado, se puede descomponer por medio del teorema de Bayes
como:

P(YetralSots Yor—1)P(S0:t[¥o.0-1)
P(YetralYoi—1)
o P(YeetralSo:ts Your1)P(Se[S0:6-1, Yo.r—1)P(S0:4-1]Yo:-1)
P(YetralYoi—1)
X P(YetralSo:ts Your—1)P(So:t-1]¥o.0-1) (4.44)

P(So: IYO:t—&-a) =

donde la proporcionalidad se debe a que p(y,.,,,|¥o..—1) no depende de sy, y la probabilidad a
priori de los simbolos, p(s;|So.t—1, ¥o..—1)» €S Una constante.

Entonces, dada una muestra, s[(ﬁ_l, de la secuencia de simbolos transmitidos hasta el
instante ¢ — 1, el algoritmo genera una muestra

p(Yt:tJra‘SéZ:?‘/? Yo:t_1)

ng) ~ Q(St|s(()z:171’)’0:t+a) = 0 = (4.45)
thGSNt P(YettalSo:t—1, St You—1)
que se afiade a sfﬁ_l para obtener la muestra s(()fi, a la que se asignard un peso
L0 _ PS6lYorra)
Wita = 5«
q(SO:t ’yO:t—&-a)
P(Yetta |S(()Z;17 Yo:t—1) p(s((f;)t—1 Yoi—1)
P(Ve:tta ‘S(()flv}'O:t—l) Q<s(()z;z)€—1 |YO:t—1)
zgteSNt P(Yt:t+a‘5&7175%3’01—1)
= wgl—) Z p(Yt:t+a|s(()2—1a St; Yo:—1)- (4.46)
§t€SNt

El Pseudocddigo 5 muestra un resumen del algoritmo.

Obsérvese que, una vez mas, al utilizar como funcién tentativa la propia f.d.p. a aproximar,
las muestras son i.i.d. y el peso se actualiza independientemente del vector sgi) muestreado.

El mayor problema de la funcién tentativa Optima con suavizado es la complejidad.
Observando la funcién tentativa dada por la ecuacion (4.43) podemos deducir que la carga
computacional crece exponencialmente con en el nimero de antenas transmisoras, N, por un
lado, y con el factor de suavizado, a, por el otro (esto dltimo es debido a que el cdlculo de la
probabilidad p(y,.,, ,|S0:t, ¥o.+—1) implica, a la vista de la ecuacién (4.42), un sumatorio sobre
todas las posibles secuencias de vectores ¢ 1.1, € S™). Esta complejidad, O (SN@1)),

limita enormemente el uso practico de este algoritmo.

4.2.3. Detector M estocastico

En [77] se presenta un método de filtrado de particulas para canales MIMO planos basado
en la funcion tentativa Optima, que opera de manera diferente al expuesto en la Seccién 4.2.1.
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Pseudocodigo 5 Algoritmo SIS 6ptimo suavizado

para cada instante de tiempo t = 1,2, ...
para cada particula: =1,... . M
S€a aCuUMyerosimil < 0
para todo s, € S™
verosimil(s;) < 0
Py — p(¥elsot, Yo.—1)
guardar el estado del i-ésimo KF (media y covarianza predictivas y filtradas)
para todo S, .., € SNV
sea P — P,
parak=1,...,a
actualizar el :-€simo KF con el vector s;; 51
calcular P — P X p (¥, 4480, St1:644 Yo 5-1)
verosimil(s;) < verosimil(s;) + P
restaurar el estado del ¢-ésimo KF
ACUMperosimil < ACUMverosimil T verosimil(s;)
muestrear sgl) ~ qi(s¢) = verosimil(s;) /acumyerosimil
obtener el peso sin normalizar wt(“ — wtilacumvemsimil

actualizar el i-ésimo KF utilizando la muestra sgl)

calcular W — S !
para cada particula: =1,... ., M
normalizar su peso w,gl) — 111]52) /W
~ N2\ —1
estimar el tamafio efectivo de la muestra, M. < (Zf\il w,gl) )

si M.; < .M entonces
remuestrear
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En dicho trabajo se asume que el canal es conocido y el filtro de particulas se utiliza inicamente
para detectar los simbolos transmitidos. Asi pues, las muestras se toman en un espacio discreto,
y una muestra en el instante ¢ — 1 s6lo puede dar lugar mediante SIS a un nimero limitado de
muestras en el instante ¢. En nuestro caso, dada una muestra, sg;%_l, de la secuencia de simbolos

transmitidos desde 0 hasta ¢ — 1, la muestra obtenida para el instante ¢ siguiendo la metodologia
SIS va a estar forzosamente en el conjunto {séﬂ_l, §t}, s; € SM, de cardinalidad ]S N ‘ Sienel

instante ¢ — 1 tenemos varias particulas cuya muestras (y pesos, por tanto) son iguales (lo cual
ocurrira con frecuencia debido a los pasos de remuestreo), la funcidn tentativa de la que todas
ellas van a muestrear el vector s; es la misma, puesto que, a la vista de la ecuacion (4.34), ésta
unicamente depende de la secuencia de simbolos ya muestreados, sg.;_1, y de las observaciones
¥o..- Si dicha funcién tentativa condensa su masa de probabilidad en unos pocos vectores de
simbolos de entre todos los posibles, muchas de esas particulas obtendrdn la misma muestra
para el vector s; y seguirdn siendo idénticas entre si en el instante ¢. Esto supone un gasto
innecesario de recursos computacionales ya que una misma particula estd siendo actualizada
varias veces.

El esquema en [77], ademés de evitar el problema arriba mencionado, introduce una
mejora adicional. Supongamos que en el instante ¢ — 1 disponemos de M particulas diferentes
{s(()g_l,wt(i_)l} que aproximan la f.d.p. p(So.t—1|Yy.,_1). Para propagar una trayectoria

=1
cualquiera, s((f:%_l, es necesario calcular la probabilidad de cada posible s; € S™ dadas las
observaciones Yy, cuando la secuencia de vectores de simbolos anteriormente transmitidos es

562_1. A partir de dicha masa de probabilidad, el detector 6ptimo de la Seccién 4.2.1 toma una

muestra de s, para obtener la nueva trayectoria sg)t Es decir, cada muestra en el instante ¢ — 1,
independientemente del peso que tenga, da lugar a exactamente una muestra en el instante ¢ (se
observa claramente en la Figura 2.9, donde cada flecha continua representa la propagacion de
una particula). Los autores de [77] sugieren permitir que una muestra en el instante ¢ — 1 pueda
dar lugar a varias en el instante £. La idea es muestrear, en el instante ¢, M trayectorias de entre
las M ‘S Nt‘ que pueden surgir de propagar las trayectorias que habia en el instante ¢ — 1 (cada
trayectoria del instante ¢ — 1 se puede extender con tantos vectores de simbolos como haya

en S™). Para ello, primeramente se calculan mediante (4.35) los pesos sin normalizar de las

. M
trayectorias {séflfl, §t} con §; € S™. Entonces, y una vez normalizados éstos, el algoritmo
i=1
de remuestreo 6ptimo descrito en [78] permite obtener un conjunto de M trayectorias diferentes

que, en el instante ¢, aproximan la f.d.p. p(So.¢|¥o.)-

Aunque el algoritmo propuesto es estocdstico puesto que en €l tiene lugar un proceso
de muestreo, no es un algoritmo de filtrado de particulas en un sentido tradicional, ya que
las muestras que aproximan la funcién objetivo no se generan haciendo uso de una funcioén
tentativa, sino que se obtienen explorando exhaustivamente el espacio de estados.
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4.2.4. Filtrado de particulas con estructura de arbol

También estd basado en la funcidn tentativa 6ptima el método de filtrado de particulas
propuesto en [26] para realizar deteccion de maxima verosimilitud en canales MIMO planos. Al
igual que en [77], el canal se supone conocido y s6lo se van a tomar muestras de los simbolos
transmitidos, es decir, el espacio muestral es finito. Tomando esta observacién como punto de
partida, los autores presentan un algoritmo de biisqueda en drbol donde los nodos del mismo son
grupos de particulas idénticas (misma secuencia detectada y mismo peso) y donde la funcion
tentativa Optima se utiliza para generar los nodos que van a descender de uno dado.

Para poder detectar los simbolos transmitidos mediante una busqueda en &rbol,
primeramente es necesario llevar a cabo una transformacion sobre las observaciones recibidas
(que vienen determinadas por la ecuacion (3.2) en el modelo de sehal que nos ocupa) de
tal manera que éstas se puedan escribir como el producto de una matriz triangular por los
simbolos desconocidos mds un ruido: es lo que se denomina triangularizar la matriz de canal.
La descomposicion QR que proponen los autores de [26] requiere que las columnas de la
matriz que se va a descomponer sean linealmente independientes [64], lo que implica que el
numero de filas ha de ser mayor o igual al de columnas. Esto no lo verifica la matriz de canal,
H;, de nuestra ecuacién de observacion. Podemos recurrir entonces al modelo apilado de la
ecuacion (3.13) y aplicar la descomposicion QR para obtener I:It,a = QU, donde Q es una
matriz NV,(a + 1) X Ny(a + 1) tal que

Q'Q =1y (4.47)

y U es una matriz Ny(a+1) x N¢(a+ 1) triangular superior. Multiplicando (3.13) por Q" resulta

7= QTI:It,aS t +QTg t = QTQUS t + QTg ¢
t+a t+a t+a

—USt -I—Q gt
t+a

—Us: +§. (4.48)
t+a t+a

dondez = Q'y, yg: = Q'g . son dos vectores de dimensiones N;(a + 1) x 1. El
t+a t+a t+a

primero de ellos es ficilmente calculable pues tanto Q" como y : son conocidos. El segundo
t+a
es un vector de ruido cuya media y covarianza se obtienen a partir de la media y covarianza de
gt .
t+a
Para simplificar la notacion, en lo que resta de seccion vamos a denotar por N, al nimero
de simbolos del vector S, t (que es también el de elementos de los vectores z y g ¢ ) Téngase

presente que N; = Nt(a + 1)

Podemos interpretar (4.48) como una ecuacion de observacion en la que la matriz de canal
es triangular superior. Vamos a hacer explicita su estructura reescribiendo la ecuacion (4.48)
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como
2(1) W1,1) u1,2) - w(,Ny) ] St 9,1,
2 U e u S t 2 ] t 2
I Rl NI C N IR I ANC S B
2(N,) 0 0 w(Ns, Ny) Stia(NS) g’tia(Ns)

A la vista de la ecuacion (4.49), es trivial obtener una estimacién de s ¢ (Ny), pues el
t+a
tltimo elemento de z s6lo depende de él. Para detectar, a continuacion, s ¢ (N, — 1), obsérvese
t+a

que en z(N; — 1) solo intervienen el simbolo anteriormente detectado y el nuevo simbolo que
queremos detectar. Entonces, utilizando la estimaciénde s ¢ (/N;), podemos detectar facilmente
t+a

S ¢ (Ns—1). En general, el i-€simo elemento del vector de observaciones de la ecuacion (4.49)
+a

se puede escribir como

t+a

(i) = Y ulid)s ¢ () + 4,1 (0 (4.50)

y es facil obtener una estimacion del i-€simo simbolo de s + una vez detectados todos los que
t+a
le siguen. Notese que en este caso estariamos tratando de aproximar en cada instante de tiempo

una trayectoria en el espacio: cada nuevo elemento que se afiade a la misma es un simbolo
transmitido por una antena diferente en el mismo instante de tiempo.
Los elementos de s : sélo pueden tomar valores en el alfabeto S de tal manera que a la

t+a
hora de detectar s ¢+ (N;) tenemos |S| posibilidades, cada una de las cuales da lugar a su vez
t+a

a |S| posibilidades para el simbolo s ¢ (Ng; — 1), y esta estructura se repite hasta llegar al
a
primer elemento de s ¢+ . Asi pues, se puede llevar a cabo el proceso de deteccion como si de
t+a

de una busqueda en arbol se tratara. Es lo que hacen los autores de [26] mediante métodos
SMC. Supongamos que el nimero de particulas empleado por el algoritmo es M. En un primer
momento todas forman parte de un mismo grupo que ocupa la raiz del arbol y sus pesos se
inicializan a 1/M. Calculamos entonces las probabilidades p(st ia<Ns) = s|z(Ny)) para todo

s € Sy las utilizamos para decidir como se distribuyen las particulas en sus nodos hijo:
p(st ¢+ (Ng) = s|z(IVy)) es el porcentaje de particulas del nodo padre (M en este primer paso)
+a

que actualizardn su trayectoria con el simbolo s y pasardn a formar parte del nodo hijo en el
que s ¢+ (N;) = s. En general, las particulas de un grupo en el i-ésimo nivel del arbol tienen
t+a
asociada una (Unica) estimacion de los ¢ — 1 dltimos simbolos del vector s ¢ . A partir de ella
t+a
se calculan las probabilidades
p(stia(Ns — 1) = s|z(Ns — 1), Stf;a(Ns —i4 1), 7St-1t-a(NS))’ se8

de acuerdo a las cuales se distribuyen las particulas del grupo entre sus nodos hijo. Si alguno de
los nuevos nodos resultantes no contiene ninguna particula, su camino correspondiente a través
del arbol de particulas se elimina.
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En cuanto al remuestreo, éste se produce cuando el nimero de grupos con una particula es
mayor que el 35 % de M y el numero total de grupos es mayor que el 50 % de M.

Obsérvese que, al igual que en el esquema de la Seccion 4.2.3, las muestras que aproximan
la f.d.p. objetivo no se generan utilizando una funcidn tentativa, lo que hace que estemos una
vez mas ante un método de filtrado de particulas atipico.

4.3. Conclusiones

En este capitulo hemos revisado algunas de las técnicas existentes para la igualacion
de canales MIMO. Las hemos clasificado en dos grupos atendiendo a si hacen uso o no
de la metodologia SMC. En el primero se encuentran los receptores lineales, los receptores
realimentados y algunos algoritmos cldsicos que tratan de maximizar la verosimilitud para
encontrar la secuencia mas probablemente transmitida, como el algoritmo de Viterbi, el PSP
o el EM. Dentro del segundo grupo hemos incluido los algoritmos de filtrado de particulas
que utilizan la funcién tentativa 6ptima (con y sin suavizado), y dos aproximaciones también
basadas en métodos SMC y en la funcién tentativa Optima, pero que presentan ciertas
particularidades que los diferencian claramente de los anteriores.



Capitulo 5

Nuevos métodos SMC de complejidad
reducida para la igualacion de canales
MIMO

En el capitulo anterior se explicé como aplicar el algoritmo de Viterbi y el algoritmo BCJR
al problema de la deteccién de los simbolos transmitidos a través de un canal MIMO. El
primero minimiza la probabilidad de error de secuencia y el segundo la de error de simbolo pero
ambos tienen el inconveniente de que su complejidad crece exponencialmente con el nimero
de antenas transmisoras, /V;. En el presente capitulo proponemos varios métodos de filtrado de
particulas que resuelven el problema de igualacién de un canal MIMO con una complejidad
polinémica en /V; sin que se produzca una degradacidn significativa en el rendimiento.

Una caracteristica inherente a cualquier método de filtrado de particulas es que la
aproximacion que hace de una f.d.p. es tanto mejor cuanto mayor es el nimero de particulas
empleadas. Obviamente mds particulas implican mas cdlculos y la complejidad de este tipo de
algoritmos va a depender invariablemente del nimero de particulas generadas. Sin embargo,
esta dependencia es lineal y dado que la trayectoria y el peso de cada particula se actualizan
de manera independiente, es posible paralelizar un filtro de particulas repartiendo éstas entre
distintos elementos de procesado, que Unicamente se comunican entre si cuando se hace
necesario un paso de remuestreo [50].

Por otro lado, tal como se explicé en el Capitulo 2, el principio de muestreo enfatizado
secuencial evita que la complejidad asociada a obtener una muestra de p(so.¢|y,.;) se incremente

con el tiempo. En ultima instancia, en el instante ¢ queremos obtener una muestra, sgl),

de la distribucién q(s¢|so4—1,¥,,), que afiadida a sfﬁ_l de lugar a una muestra sézi de
D(S0:¢|¥o.¢). Asi pues, la complejidad de los métodos SMC viene dada fundamentalmente por

el coste computacional que supone tomar una muestra, sgl), de la funcién tentativa marginal

q(St[S0:t-1, ¥o.1)-
Todos los métodos de filtrado de particulas vistos en el capitulo anterior para la igualacion
de canales MIMO (salvo el de “filtrado de particulas con estructura de drbol” de la Seccion

63
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4.2.4") tienen una complejidad tal que el coste asociado a generar una muestra S,Ei) ~
q(St|So:t—1,¥o) depende exponencialmente del tamafio del vector s;, es decir, del ndimero
de antenas transmisoras, V;. En este capitulo se presentan nuevos esquemas de filtrado de
particulas que evitan dicha complejidad exponencial mediante un adecuado disefio de la
funcion tentativa. Todos ellos son métodos de suavizado y aproximan recursivamente la f.d.p.
P(S¢|¥o.11o) (donde a es el factor de suavizado) para obtener un detector MAP de los simbolos
transmitidos. Ademads, vamos a asumir siempre que el canal es desconocido, por lo que debe ser

estimado de alguna manera, ya sea implicita o explicita.

Se ha dividido el capitulo en dos secciones. La primera se centra en esquemas de igualacion
basados en métodos SMC que utilizan el canal como variable auxiliar para facilitar el muestreo
de los simbolos transmitidos (nétese que el objetivo del receptor es la deteccion fiable de los
datos y no la estimacion del canal per se). Aunque la complejidad de los métodos incluidos
en dicha seccion es ya polindmica en el nimero de antenas transmisoras, su uso conlleva
la utilizacién de filtros de Kalman para integrar el canal desconocido, y la complejidad
de éstos puede ser prohibitiva en algunas aplicaciones donde los recursos computacionales
son particularmente limitados. En la segunda seccion se redisefian algunas de las funciones
tentativas propuestas con el objeto de evitar el uso de filtros de Kalman y, de esa manera,
simplificar los receptores correspondientes.

5.1. Meétodos SMC basados en variables auxiliares

Para desarrollar el método propuesto en esta seccion comenzaremos estudiando la
descomposicion de las f.d.p. que permiten disefiar el filtro de particulas. Como resultado
obtendremos una serie de relaciones de las que derivaremos el esquema de muestreo y la
ecuacion de actualizacion de los pesos.

Cuando el canal es conocido, generar muestras de la f.d.p. a posteriori de la secuencia
de los simbolos, p(So.t|H¢, ¥o.144)> €8 relativamente sencillo. Cuando el canal es desconocido,
una posibilidad es generar una muestra del mismo, utilizarla en la deteccion de los simbolos
y posteriormete descartarla. En tal caso los coeficientes del canal hacen el papel de
variables auxiliares [79], lo que implica muestrear en un espacio de dimensién mayor, pero
secuencialmente en el espacio de los datos [29]. Asi pues, y teniendo en cuenta que estamos
intentando derivar un método de suavizado, nuestra f.d.p. objetivo podria ser p(So.¢, H¢|Y(.110)
que es la probabilidad conjunta de los simbolos desde O hasta ¢ y la matriz de canal H; dada
la secuencia de observaciones hasta ¢ + a. Sin embargo, esta densidad de probabilidad es
dificilmente evaluable? si no conocemos los simbolos s, 1.;.,: aplicando el teorema de Bayes

'Nétese, sin embargo, que este método asume que el canal es plano y perfectamente conocido.
ZRecuérdese del Capitulo 2 que para calcular el peso asociado a una muestra es necesario evaluar la f.d.p.
objetivo.
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tenemos que

P(YrpalSots Hey Yo p0-1)P(S0:6s HelYo.140-1)
p(yt+a |y0:t+a—1)
X p(Yt—i—a ‘sOth Ht7 yO:t—i—a—l)p(sOit? Ht ’y0:t+a—1) (51)

p(SOIt7 Ht |Y(]:t+a) -

donde el factor p(so.., H¢|y(...,_1) €s la probabilidad que estdbamos tratando de aproximar
desde un principio, pero ahora utilizando Unicamente las observaciones hasta t4+a—1. Entonces,
aplicando repetidas veces el teorema de Bayes se puede llegar a

p(So:t, th’o:t+a) o¢ p(So:e—1, He|¥o.e 1) Hp(ka’So;t, H;, yO:t+k—1)' (5.2)
k=0

La observacion y,, ; sigue una distribucion normal de media Hy ;jSi+;—m+1 y covarianza 021 N,-
_l’_

Asi pues, para k = 0 el término p(y,, So.t, He, ¥o..4x—1) S puede calcular ficilmente pues tanto
su media, H;S;—,+1, como su matriz de covarianza son conocidas. Para £ > 0, sin embargo, no

disponemos de la (¢ + j)-ésima matriz de canal, H,;, ni de los simbolos s, ..+, necesarios

para construir el vector s¢1;j—+1. Para evitar este problema nos planteamos la aproximacion de
t+j

la f.d.p. p(So:t4a, Hi:t4alYo:40)> que se puede descomponer como

a

P(S0:t+a: Ht:t+a‘YO:t+a) X Hp(yt+k|Ht+ka St-rh—mt1:t+k) Hp<Ht+l|Ht+lfl) X
k=0 =1

X p(Hy|So:t—1, ¥o.t-1)P(So:t—1]¥0:6-1)- (5.3)

En lo que sigue vamos a utilizar una representacion vectorial, h;, de la matriz de canal,
H;, que nos permite modelar ésta como un vector aleatorio con su media y su covarianza. Se
construye apilando verticalmente las columnas de Hy, es decir,

he(1,1)

hi(Ny, 1)
h, = : (5.4)
hi(1, NyN,m)

| hy(N,, NeNom) |

donde hy(1, j) es el elemento que ocupa la i-ésima fila y j-ésima columna de H;. Asi pues, tanto
h; como H; representan la informacién del estado del canal en el instante ¢ y emplearemos una
notacion u otra segin nos convenga.
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Utilizando esta nueva representacion del canal tenemos que todos los factores que aparecen
en (5.3) son gaussianos y se pueden calcular facilmente:

P(Yesil Hess Sevhmirar) ~ N (Ht+kst+ktj$+1, UEIN,> (5.5
p(Hy[Hypo1) = p(hepifhyy1) ~ N (ahyy1, 020y vm) (5.6)
p(H[So:t—1, Yo, 1) = p(he]So:e—1, Y0, 1) ~ N (Et\t—h Ct\t—1) (5.7)

siendo Em_l y Cyjs—1, respectivamente, la media y covarianza predictivas de Kalman, es decir,
la media y covarianza del vector de coeficientes del canal estimadas por el filtro de Kalman en
el instante ¢ dadas las observaciones y la secuencia de simbolos hasta el instante anterior.
La funcién tentativa que vamos a utilizar para aproximar p(So:¢+a; Hrt1a|Yo.1,) tiene la
forma
q(So:t+as Ht:t+a|YO:t+a) = q(St:t+a; Ht:vﬁ+a‘)’0:t+aa S0:t-1)q(S0:-1[¥0.4-1) (5.8)

y utilizando las ecuaciones (5.3) y (5.8) resulta el siguiente método de filtrado de particulas
(Sg d4ar H;. t+a> ~ Q(St:t-l—aa Ht:t+a|SO:t—17 yo;t+a) (5.9)

w? = 0 Hk Op(yt+k|H§1k’StJZk m+1t+k) (H (Z)|S(()Z)t 1aYOt—1)H?:1 (H t+l|Ht+l 1)
t+a — "Yt4a-—1 7
Q(S£2+aaHtt+a|YOt+avsé3t 1)

(5.10)
coni = 1,..., M e intercalando pasos de remuestreo cuando sea necesario.

Las ecuaciones (5.9) y (5.10) definen un esquema de filtrado de particulas con variables
auxiliares [79], siendo éstas los vectores de simbolos SE?M 1o ¥ las matrices de canal ngt) 1 Las
muestras de las variables auxiliares sirven inicamente para facilitar el muestreo de las variables
de interés (en este caso los simbolos s((ﬁ) y se descartan® una vez obtenidas éstas para tener una
medida de probabilidad discreta que aproxime p(So.|Yo.q)-

Vamos a presentar dos métodos secuenciales de Monte Carlo que hacen uso de las
ecuaciones (5.9) y (5.10) y unicamente difieren en la forma de definir la funcién tentativa

q(St:t-+as HettalSo:—1, Yo:t4.q)- En ambos casos comenzaremos factorizando ésta como

a
Q(St:t—i-aa ht:t—i—a‘Y{);tJraa SO:t—l) = p(ht|50:t—17 yO:tfl) Hp(ht+k|ht+k—1) X
k=1

X Qt+a(Stt+aNittas Yo:itta S0:t—1)- (5.1

La ecuacién (5.11) implica tomar muestras del canal desde el instante ¢ hastael ¢t + a y
luego utilizarlas para obtener muestras de los vectores de simbolos s;..;,. Asi pues, el proceso
de muestreo consta de dos fases: el muestreo del canal y el muestreo de los datos. Se describen
en detalle en las secciones siguientes.

3Nétese que dadas dos v.a., X e Y, y una muestra de la distribucién conjunta (z,y) ~ (X,Y), descartando y
obtenemos una muestra x ~ X.
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5.1.1. Muestreo del canal

Atendiendo a la ecuacién (5.11), hgi) es una muestra de la distribucién (gaussiana)

p(hgi) \séﬂ_l, Yo.:_1), cuya media y covarianza pueden ser calculadas por medio de un filtro de

Kalman operando en la particula 7. Vamos a denotar por Eirt)_l y Cift)fl a la media y covarianza,

respectivamente, estimadas por el filtro de Kalman cuando la secuencia de simbolos transmitida
es sgifl (la correspondiente a la :-ésima particula). Cada particula va a tener asociado, por tanto,
un KF diferente que se ird actualizando a medida que nuevos vectores de simbolos muestreados
se afiadan a la secuencia de la misma.

A partir de una muestra hii) de h;, podemos obtener muestras de los vectores (o matrices)
de canal hy; 1.1y, (0 Hi11.44+,) simplemente utilizando la ecuacion (3.5) del sistema dindmico
que define nuestro modelo de sefial. Asi, una muestra del canal para la ¢-ésima particula en

el instante ¢ + £ se obtiene a partir de la muestra del canal tomada para esa misma particula
en el instante anterior, es decir, p(h;;) ~ N (ahﬁk_l, aﬁ). En dltima instancia, esto supone

predecir el estado del canal en el instante ¢ 4 k utilizando su f.d.p. a priori.

5.1.2. Muestreo de los datos

Una vez disponemos de muestras de las matrices de canal, podemos utilizarlas para suprimir

la interferencia intersimbolica causal, tal como se explic6 en la Seccién 3.1.1. Para ello vamos
. . po(d) N .
a construir una matriz H, , de la forma indicada en (3.12), pero en este caso utilizando las

muestras Hg? + €n lugar de las auténticas matrices de canal, es decir,

[H(m—1) H(gi)(m —2) ... H(gi))(l) T
i 0 Hi{,(m—1) ... H;/(2)
H,,A6 = : : : . (5.12)
0 0 o HY L (m— 1)
i 0 0 0 |

Un problema adicional que surge es que desconocemos los vectores de simbolos ;1.4 1
y es necesario conocerlos para restar su contribucion de las observaciones. En su lugar vamos
a utilizar las muestras asociadas a la particula correspondiente, a saber, sE?m +1.+—1 para el caso
de la i-ésima particula. Utilizando entonces las muestras de los simbolos desde ¢ — m + 1 hasta
t — 1y la matriz ﬁﬁi (construida a partir de las muestras H§’2 +o) Podemos obtener un vector de
observaciones transformadas,
v =y —Hs
t+a t+a t

i1 (5.13)

1
Este es un vector en el que se ha suprimido la interferencia causal suponiendo que

= la secuencia de simbolos muestreados por la particula entre los instantes t — m + 1y
t — 1 se corresponde con la secuencia de simbolos efectivamente transmitida entre dichos
instantes, es decir, s§?m+1:t,1 = Si_m+1:t—1, Y que
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(4)

= las muestras Ht;t 1 constituyen la informacion del estado del canal entre los instantes ¢ y

t + a o, equivalentemente, ngz o = Hetqa.

Para cada particula calcularemos un vector de observaciones transformadas diferente puesto
que cada una tiene su propia secuencia de vectores de simbolos anteriormente transmitidos
s\ )y, sobre todo*, para cad ( iables auxiliares) diferent
matit—1) Yo , para cada una vamos a generar (como variables auxiliares) diferentes
muestras del canal, H'), .
El vector de observaciones transformadas tnicamente involucra a los vectores de simbolos

St.t+as POr l0o que para la ¢-ésima particula podemos escribir

(5.14)
t+a
()

donde la matriz I:Im

es analoga a la matriz H; , dada por la ecuacion (3.14), pero construida no
a partir de las matrices de canal H;.;,, sino a partir de sus correspondientes muestras HE? 4a €S

decir,

}1(%)(0) (')0 0T
H,7/,(1) H,"/,(0) o - 0
H) = . (5.15)
2O (1) H (m 2 a9 (o
t+a (m ) t+a (m ) t+a ( )

Los métodos de complejidad reducida que se presentan a continuacién construyen su
funcién tentativa basandose en la ecuacion (5.14).

Muestreo mediante la triangularizacion de la matriz de autocorrelacion del canal

Cualquier matriz simétrica definida positiva, A, se puede factorizar como A = UU¥, donde
U es una matriz triangular superior con las mismas dimensiones que A. Vamos a utilizar este
resultado, conocido como a descomposicion de Cholesky [64], para reescribir la ecuacion
(5.14) de tal manera que las observaciones resulten de multiplicar una matriz triangular por
los simbolos transmitidos, lo que nos va a permitir muestrear éstos secuencialmente. De esta
manera se consigue que la complejidad del esquema de muestreo no dependa exponencialmente
de la dimensidn de s;. A

Puesto que la matriz I:Ig no es necesariamente simétrica y definida positiva, no podemos
aplicar directamente la descomposicion de Cholesky sobre ella. Para superar esta dificultad
vamos a utilizar la matriz de autocorrelacion empirica del canal,
O+ (0

R = H,) H). (5.16)

“Los simbolos son v.a. discretas y varias particulas podrian tener idénticas muestras para la secuencia de
simbolos s;_,,+1.t—1. Por otro lado, los coeficientes de canal son v.a. continuas, por lo que la probabilidad de

que dos muestras H,E? 10y H,Ejt) | Sean iguales es, en general, 0.
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Esta es una matriz cuadrada de tamafio N;(a + 1), definida positiva siempre y cuando H( ) ., tenga

rango completo. Por el modelo de canal que estamos manejando la probabilidad de que e5to no
se cumpla es cero y podemos aplicar la descomposicion de Cholesky a REZC)L para obtener:

R() Hl(:) H(l) _ U(i)U(i)T (5.17)

a t,a t,a“ta
donde U(i) es una matriz triangular superior de dimensiones V;(a+1) x N;(a~+1). Multiplicando
(por la izquierda) en la ecuacion (5.14) por el factor U(z) IH( 0T resulta

Zta

T 5
Uta HC)LHl(t()zStjr +Ut) lHt()zg
= Utza_ UtlaUtic)zHS t + g(g
’ TN e Py
—U"Ts , +g") (5.18)

t+a t+a

donde zgz()l = U ) 1H(Z) y(g y g(lz = U ) g’ g t son vectores de dimensiones N,(a +

t,a
t+a t+a
1) x 1. La media y covarianza de g? se pueden calcular facilmente utilizando la media y
t+a
covarianza de g: = [g;r ey g;a] T, que vienen dadas por
+a
E [g . ] —0 (5.19)
t+a
3, =E T | =0 : 2
B 1 |:gt-§t-agt—§t—a:| T IN (a+1) (5.20)
A partir de ellas, la media y covarianza de g“t) que resultan son, respectivamente,
t+a
5 (1) (@7 (i)" _
E|g —EU Hag U HaEgt =0 (5.21)
t+a t+a t+a
y
Sy =8 |80 60|~ B Ul H g gl HOUL
t t+a t+a +a
t+a
~ U H) B {gtt g ] HLUD T = 02Ul R BOUG T 522
’ ’ +a t+a T ’ ’ A

La ecuacién (5.18) nos permite muestrear uno a uno los simbolos que componen el vector

s + en lugar de tener que muestrear el vector completo, que es lo que en ultima instancia da
t+a
lugar a una complejidad exponencial en el nimero de antenas transmisoras y la memoria del

canal. Para entender mejor el procedimiento vamos a reescribir la ecuacién (5.18) haciendo
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explicita la estructura de la matriz que multiplicaas ¢ :
t+a

ugh(1,1) 0 0 so(1)
(@) (4) .
i 1,2 2.2 . 0 s¢(2 P
Z;i _ Ut,a<. ) ) ut,a(. ) ) . . t: ) _|_gi—£ ’ (523)
W1 N) w2, N) e (N | L sV

donde Ny = Ni(a + 1) es el nimero total de simbolos que vamos a muestrear. Notese que
en realidad solamente estamos interesados en los N; primeros simbolos de este vector (los que
componen el vector s;) y los demds tnicamente se emplearan en el filtro de particulas a modo
de variables auxiliares $;11.114.

Dada la ecuacion (5.23), los vectores de simbolos en s;;i, se pueden muestrear

secuencialmente de forma relativamente sencilla. Para j = 1,--- , N, = Ni(a + 1) tenemos
que
#ai) = D wal Dseeanmy 1+ (=D = N) +&7 (), (524
=1 “

donde (z +y) es el resto de = /y y se ha tenido en cuenta la correspondencia entre los elementos
des ¢+ y lossimbolos en s;.;,, que viene dada por
t+a

5.t () = sy (L4 (U = 1) + V). (5.25)

A la vista de la ecuacion (5.24), z,gzc)b (7) es una v.a. gaussiana cuya media viene dada por el

término >7_, um(l 7)St411-1)/n5) (1 + (I = 1) = Ny)) y cuya varianza es la de g Zt) (j). Esta

ultima es el j-ésimo elemento en la diagonal de la matriz de covarianza calculada en (5 22).
Por tanto, la media de zt( .(j) depende de la j-ésima fila de la matriz Ut a (que conocemos)
y de los simbolos s¢(1),5:(2), -, S (—1y/n (1 + ((j — 1) = Ny)). Pero los simbolos
van a ser muestreados secuencialmente empezando por s;(1), por lo que para muestrear
Ser1j—-1)/Ne) (1 4+ ((j — 1) = Ny) ya disponemos de muestras de todos los simbolos anteriores,
5¢(1),8¢(2), -+, Seq | j—2)/n (1 + ((J — 2) = Ny), que utilizaremos en la ecuacién (5.24) para

obtener una v.a. gaussiana,

Zuz (0,5)s t+Ll vy L+ ((0=1) = V)

=1
~N (Z‘ug()z(jaj)sgiuj1)/NtJ(1 + (G —1) = M), X0 (JQ])) ; (5.26)
t+a

cuya media dnicamente depende del simbolo a muestrear.
Asi pues, mediante la ecuacion (5.26) podemos muestrear secuencialmente los simbolos
ens ; . Supongamos, por simplicidad, que S = {—1,+1} (la extensién a un alfabeto mayor
t+a
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es trivial). Entonces, si j = kN; + n, una muestra del simbolo 5 1 (7) = St+x(n) dadas las
muesras s’ (1), sgz)(2), s sgk(n — 1), se obtiene de acuerdo a las probabilidades

Probyo{siik(n) =1} = Prob{’yt(jr)k(n) > 0}
Probyyo{siir(n) = -1} = Prob{fyt(jr)k(n) < 0}

donde 0

( ) — Zl 1 U, a( )Stﬂ(lq)/NtJ(l +((—1)+N))
w04 )

es una v.a. gaussiana de media sy, (n) y varianza uii();z (4, j)Egu) (4, J)-

’ t

t+a
El procedimiento anterior nos permite muestrear los simbolos en s;.;., secuencialmente.

Primeramente, comenzamos aplicando la descomposicion de Cholesky sobre la matriz de
autocorrelacioén del canal en la ecuacion (5.17). El resultado de dicha factorizacién permite
obtener la ecuacion (5.18), en la que un vector de observaciones transformadas, zgz, se relaciona
con los simbolos transmitidos a través de una matriz triangular. A partir de dicho vector, la
ecuacion (5.27) permite obtener una v.a. gaussiana para cada uno de los simbolos transmitidos
cuya media es el simbolo a muestrear y cuya varianza se calcula utilizando la matriz triangular
anteriormente mencionada y la covarianza dada por la ecuacién (5.22). El valor de la v.a.
calculada para un determinado simbolo, v, (1), depende de todos los simbolos anteriores
(excepto en el caso del primer simbolo a muestrear), por lo que el muestreo ha de llevarse a
cabo empezando por s,(1) y terminando en s, ,(N;).
La funcién tentativa para los datos es, entonces,

Yerk(n) = (5.27)

a Nt

Qt+a(st t+a|ht t+ar Y0:t+as S0:t— 1 H H PTObt+a{St+k:( )} (5.28)

k=0n=1

por lo que, atendiendo a la ecuacién (5.11), la funcidn tentativa que finalmente resulta para el
método de filtrado de particulas es >

a a Nt
Q(St:t+a7 ht:t+a|y0:t+au So:t—l) X p(ht|50:t—1, yO:tfl) H p(ht+k' |ht+k'—1) H H PTObt+a{3t+k(n)}-
k=1 k=0n=1

(5.29)
La ecuacidn de actualizacion de los pesos se obtiene sustituyendo (5.29) en (5.10)

wt(iza . wgza 1Hk ())p(Yt+k|Ht+k’St+k m+1t+k) (I-(I;gi”Ség_l’yO:t_lz/H?l P(HgﬂHﬁH)
p( 2 1S0:4-1, Yo:e—1) Hk’:l p(h t+l~c”ht+k’—1) HZ:O Hntzl Probyyo{si1x(n)}

(i) | P(Yt+k|H£2k’ S§2k7m+1:t+k) (5.30)

rret [T H;V;l Probyyo{sir(n)} -

3Se ha renombrado a k' 1a variable k asociada al sumatorio de la ecuacién (5.11) para distinguirla de la variable
del mismo nombre asociada al sumatorio de la ecuacion (5.28).

X w
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donde, una vez més, hemos tenido en cuenta que h; y H; son representaciones equivalentes de
la misma informacion del estado del canal.

La propagacion de una unica particula (actualizacion de su trayectoria) en el algoritmo de
suavizado propuesto supone evaluar |S|N(a + 1) probabilidades en lugar de las |S|M:(@+D)
verosimilitudes que requiere el algoritmo SMC que utiliza la funcion tentativa Optima (con
suavizado) descrito por las ecuaciones (4.45) y (4.46). Téngase en cuenta ademds que la
complejidad de la descomposicion de Cholesky es O ((Ni(a + 1))?), por lo que la complejidad
global del algoritmo por particula es polindmica en el nimero de entradas, /V;, y el factor de
suavizado a.

El Pseudocddigo 6 muestra la implementacion del algoritmo. En €1, denotamos por [U%T} i

a la k-ésima fila de la matriz U%T

Muestreo a partir de estimadores lineales

En esta seccion se presenta otro método de filtrado de particulas para la igualacion de
canales MIMO basado en el uso de variables auxiliares. La idea fundamental consiste en utilizar
estimaciones blandas de los simbolos transmitidos para disefiar una funcion tentativa eficiente.
Pero para que la complejidad global del algoritmo resultante sea reducida, dichas estimaciones
blandas han de obtenerse con alguna técnica de bajo coste computacional. Por su sencillez, el
filtrado lineal es la técnica elegida en este caso.

Este método de filtrado de particulas, al igual que el basado en la triangularizacion de la
matriz de autocorrelacion del canal, va a utilizar la funcién tentativa dada por la ecuacion (5.11).
Dicha funcién tentativa estd compuesta por dos partes estrechamente relacionadas: el muestreo
del canal y el muestreo de los datos a partir de las muestras de aquel. El método presentado en
esta seccion tiene en comun con el de la seccion anterior la parte relacionada con el muestreo

(4)

del canal. Es decir, ahora también vamos a tomar muestras del canal, H;.; , ,, para construir la
(i)

matriz Hj', que aparece en el modelo apilado sin interferencia intersimbdlica causal dado por
la ecuacion (5.14). Lo que diferencia a este método del anterior es el esquema de muestreo de
los datos, que explicaremos en detalle a continuacion.

Partiendo de que disponemos de muestras del canal, H,Elt) o> podemos calcular tanto el vector
y@ como la matriz I:I% de la ecuacion (5.14) y utilizarlos para construir un receptor lineal (e.g.,

t+a
un detector de error cuadratico medio minimo o un detector de decorrelacién [1]) que detecte

. T : L
el vector s ¢ (recuérdese que s + = [s/,s,;,---,8/,] ). Al filtro asociado a la i-ésima
t+a t+a
)

particula que en el instante ¢ detecta dicho vector de simbolos lo denotaremos por la matriz F! ,
de tamafio N,(a + 1) x Ni(a + 1). Entonces, una estimacion blanda del simbolo s ¢ (k) para
t+a

la 7-€sima particula viene dada por

(k)3 , k=1,.., Nla+1), (5.31)
t+a t+a

donde fgi)(k) se refiere a la k-Sima columna de Ff). A partir de esta estimacion blanda
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Pseudocodigo 6 SIS con variables auxiliares basado en la triangularizacion de la matriz de
autocorrelacién del canal
para cada instante de tiempo t = 1,2, . ..
para cada particula: = 1,..., M

muestrear h§?§+a ~ p(ht:t+a|sgtn)€—17 Yo—1)

apilar los vectores sf_)m 41.+—1 para obtener sil_) 41

t—1
construir ﬁi’i y I:IEZC)L utilizando las ecuaciones (5.12) y (5.15), respectivamente
calcular y(it) =y: — fl(l) ®

S~
t+a t+a t,a”t tTii_l
@) _ g®O"g®
calcular R;; = H; , H;

aplicar la descomposicion de Cholesky sobre R,% RE?L = UEZ()IU%H
(Z)_II:I(Z)Hy(Z)

calcular el vector de observaciones transformadas zﬁ’; =U;, H, Yy

t+a
calcular la matriz de covarianza de Egm mediante la ecuacién (5.22)
) t-iéa
sea s(zz = O, (at1)x1
t+a
sea Gp.t1q = 0
para todo estimacién blanda s + (j) enel vectors ¢ ,j=1,..., N(a+1)
t+a t+a
i), DT i
2 2f00) - [T s
J t+a
sea .S, « 0

paratodo s € S
Prob(s) « N (=lufa (G, )5, S0 (.))
acumular S, < S, + Prob(s)

tomar una muestra s} () ~ q(s ¢ (j)) = Prob(s (7))/Sy
t+a t+a t+a

acumular gr.¢yq < Grtya ¥ Q(S(it) (7))
A ) t+a
actualizar s(zt) con S(Zz (4)

) t+a t+a
extraer s\ del vector s”)
t+a

obtener el peso sin normalizar wt(") por medio de las ecuacion (5.30)

actualizar el i-ésimo KF utilizando la muestra sgi)
calcular W «— M )
para cada particula: = 1,..., M

normalizar su peso wt(i) — ﬁ)gi) JW
~ 2\ —1
estimar el tamafio efectivo de la muestra, M.y « <Z£1 wéz) >

si M.y < v.M entonces
remuestrear
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obtendremos una muestra de su correspondiente simbolo utilizando la funcién tentativa

N (59 (k)|s ¢ (k),a;k
s (k) ~qls ¢ (k) = (“ = )

t+a t+a (i ’
Ees (59 (s,

i=1,..., M, (5.32)

donde la varianza o, debe ajustarse a la de la v.a. <Stt (k) — 5% (k’)) .
’ +a t+a

Basicamente, lo que estamos haciendo en la ecuacion (5.32) es asumir que una determinada
estimacion blanda sigue una distribuciéon normal de media su correspondiente simbolo
transmitido. Nétese que esto es simplemente un modelo, es decir, una estimaciéon blanda no
tiene por que seguir necesariamente una distribucion gaussiana (de hecho, no serd asi por lo
general) y podria haberse empleado algtin otro modelo. Hemos considerado en ultima instancia
la hipétesis de gaussianidad porque es efectiva y facilita el proceso de muestreo.

Aunque en el instante de tiempo ¢ s6lo estamos interesados en el vector de simbolos s; (los
N primeros elementos de J ¢ a), para poder evaluar g,y q(S:t+a|Dtt4a; Yourar So:e—1) y actualizar

el peso de la correspondiente particula necesitamos muestras de todos los simbolos en s ; .
t+a
Puesto que cada uno es muestreado independientemente de todos los demas, la funcidn tentativa

para los datos que finalmente resulta es

Nt a+1
Qt+a(stt+a‘htt+a>YDt+aaSOt 1 H (s t+a (5.33)

y s6lo es necesario calcular N;(a + 1)|S| probabilidades por particula. Sustituyendo (5.33) en
(5.11) se obtiene la funcidn tentativa para el método de Monte Carlo,

Nt(a—i-l)
q(Stt-+as NetvalYorutar Soa—1) = p(e[So4—1, Yot HP hy iy (hyr-1) H i St (k)),
k=1 k=1

(5.34)
y a partir de ésta dltima y (5.10), la ecuacion de actualizacion de los pesos es

(i) (i) [ Op(yt—‘rk’Ht—f—k’ t—gk m+1: t+k) (H(l ‘SOt 15 Yo:t— 1)H7:1p(H(ll|Ht+l 1)

Wiyg X Wiy, 1 Ni(a+1 i
P (881, ¥ou 1) [Ty p(hS) ) D TTRG*Y 4,59 (k)

t+a
() Hk: Op(yt+k|Ht+k>st+)k m+1: t+k) (5.35)
Wita—1 Ne(arD) /(1) :
k=1 ‘Jt( ti (k))

coni = 1,..., M. El Pseudocédigo 7 muestra el algoritmo completo.
La eficacia de la funcidn tentativa asi definida depende en gran medida de la eleccién que
hagamos del filtro F;. Vamos a considerar dos filtros diferentes, un filtro MMSE y un filtro
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Pseudocodigo 7 SIS con variables auxiliares basado en estimadores lineales

para cada instante de tiempo t = 1,2, . ..

para cada particula: =1,..., M

muestrear hg? o™ p(ht:tJra‘SéZ:?t—l? Yo:—1)

apilar los vectores sgi)m +1.—1 para obtener st 41

t—1
construir I:Iili y I:IE?I utilizando las ecuaciones (5.12) y (5.15), respectivamente

calcular y(? =yt — I:IEiis,gi)mH
t+a t+a Tl '
obtener un filtro matricial ng) a partir de I‘{S}Z
calcular el vector de estimaciones blandas 5(22 = ng)Ty(it)
t+a t+a

S€a qt:t+a < 0

para todo simbolo 5 (k) conk =1,..., Ny(a+ 1)
t+a
sea .S, « 0

paratodos € S
Prob(s) «— N (§(12 (k)|s, 0,
t+a

acumular S, < S, + Prob(s)

tomar una muestra s} (k) ~ ¢(s ¢ (k)) = Prob(s ¢ (k))/S,
t+a t+a t+a

acumular gs.¢yq < Grtya ¥ C.I(S(iz (k)

) ) t+a
actualizar s) con s} (k)
) t+a t'—s—a
extraer s\ del vector s”)
t+a )

obtener el peso sin normalizar u?t(l) por medio de las ecuacioén (5.35)
actualizar el 7-ésimo KF utilizando la muestra SEZ)
caleular W «— M )
para cada particula: =1,..., M

normalizar su peso w,@ — wﬁi) JW

0 M @2\t
estimar el tamano efectivo de la muestra, M.y <Z i Wy >

si M.y < .M entonces
remuestrear
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de decorrelacion. Ambos fueron explicados en detalle en la Seccion 4.1.1 y aqui tinicamente
adaptaremos al modelo dado por la ecuacion (5.14) las ecuaciones mostradas en dicha seccion.
Asi, el filtro MMSE es en este caso

-1
R — <ﬁ§gg§ﬁ§j{ i3, ) 2R (5.36)
t+a
y el de decorrelacion
O _ (g® g\ g®”
FO = (Ht,a Ht7a> a) (5.37)

Puesto que cada uno de ellos calcula diferentes estimaciones blandas de los simbolos
transmitidos, cada uno de ellos dara lugar a una funcién tentativa diferente. Ademas, el filtro
elegido también influye en la varianza de las estimaciones blandas,

o2, —E [ (k) - 5 <k>] _E [ff%)y(? 59 (k) (5.38)

i+a t+a t+a t+a

queeso., =1— BEZT (k:)fgi) (k) (donde B%(k) es la k-ésima columna de I:IEZ) para el caso del
filtro MMSE y o7 ;. = f,ﬁi)T (k)£ (k) en el caso del filtro de decorrelacion.

La operaciéon més costosa que involucra este método, tanto en el caso del algoritmo basado
en el filtro MMSE como en el del que hace uso del filtro de decorrelacion, es el calculo de la
inversa de una matriz (ecuaciones (5.36) y (5.37), respectivamente). En ambos casos el nimero
de operaciones requeridas es O ((N(a + 1))3), por lo que la complejidad global del método de

filtrado de particulas es polindmica en N;.

5.2. Aproximacion de la distribucion conjunta del canal y los
datos

Los algoritmos SMC presentados en la secciéon anterior ya evitan la complejidad
exponencial asociada al método de filtrado de particulas con funcidn tentativa 6ptima explicado
en la Seccidon 4.2.2, que era el objetivo fundamental que nos plantedbamos al comienzo de este
capitulo. Sin embargo, todos ellos involucran operaciones computacionalmente costosas, como
son la inversién de una matriz o la descomposicion de Cholesky. Ademas, tanto el método
basado en esta ultima como el basado el uso de filtros lineales, utilizan el filtro de Kalman para
obtener muestras del canal. Puesto que cada particula va a tener asociado su propio filtro de
Kalman, esto supone mantener un banco de M filtros y la actualizacion de cada uno de ellos
en cada instante de tiempo conlleva todos los cdlculos dados por las ecuaciones (D.5)-(D.8) del
Apéndice D. Todo ello podria dificultar la utilizacion de estos métodos en aquellas situaciones
en las que los recursos computaciones son mas escasos.

En esta seccion introducimos otro método para la igualacién de canales MIMO que rebaja la
complejidad (polindmica) de los métodos presentados en la seccidn anterior, ofreciendo asi mas
posibilidades de aplicacion préctica.
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La idea fundamental es ahora la aproximacién de la densidad de suavizado conjunta
del canal y los datos, p(So., Hot|¥g.c.q). Al igual que ocurria en la seccién anterior con
p(So:t, He[Yo.10)- €sta probabilidad es dificil de calcular® sin conocer los vectores de simbolos
St+1:¢4+a Y las matrices de canal Hy1.41,. Por ello, en lugar de p(so.t, Ho.t|¥¢.1;,), vamos a tratar
de aproximar la f.d.p. p(So:t+a; Ho:t+a|Y¥o.110)» que admite la descomposicion

p(yt:t+a |SO:t+m HO:t—&-a, Yo:t—1 )p(SOZH—m H01t+a |YO:t—1)
p(Yt:t+a Yo.t-1)

o P(Vi.tralSo:t4ar Hotras Yo.r1)P(So:t1as HotralYou—1)

a a
X H p(yt+k|Ht+k7 St+k—m+1:t+k) H p(Ht+k/ |Ht+k’—1) X
k=0 k'=0

X p(So:—1, Ho:t—1|¥o.0—1) (5.39)

p(SO:t—i-av Ho.t 14 |y0:t+a) -

donde se ha tenido en cuenta que, por ser el canal un proceso AR de orden 1, el estado del mismo
en un instante dado, ¢, s6lo depende del estado en el instante anterior, ¢ — 1, de tal manera que

p(Ht:t+a|SO:t+aa HO:t—la yO:tfl) = p(Ht:t+a|Ht—1)' (540)

Ademads, los posibles vectores de simbolos transmitidos son a priori equiprobables, lo que
implica que p(st:t+a|50:t—17 Ho.—1, yO:tfl) €s una constante.

La f.d.p. objetivo definida en (5.39) es muy similar a la de los métodos de la seccién anterior,
que venia dada por la ecuacion (5.3). Obsérvese que los factores no recursivos unicamente se
diferencian en la densidad marginal asociada a la matriz de canal H;. En los métodos basados
en el uso de variables auxiliares (Seccién 5.1) ésta era p(Hy|So.t—1,¥o.,_1) Y necesitdbamos el
filtro de Kalman para calcularla. Ahora es sencillamente p(H;|H;_1), lo cual quiere decir que
vamos a utilizar el estado del canal en el instante ¢ — 1 (0 una muestra del mismo) para calcular
su probabilidad en . De esta manera evitamos el uso de un banco de M filtros de Kalman con
la consiguiente reduccién en complejidad.

La funcioén tentativa la definiremos ahora como

Q(SO:t—i—a; HO:t+a|y0;t+a) = Q(St:t+a|50:t—1> Hiiya, Yt;t+a)Q(Ht:t+a|Ht—1)><
X q(So:t—1, Ho:—1]¥o.0-1) (5.41)

lo que implica que, una vez mds, vamos a tomar muestras de las matrices de canal, H;.;,,
que luego servirdn para obtener muestras de los vectores de simbolos, s;.;1,. Pero en este caso
no se van a descartar todas las muestras del canal una vez tengamos muestras de los simbolos
transmitidos: la muestra de H; se anadird a la secuencia de matrices de canal de la particula
correspondiente del mismo modo que la muestra de s; se anade a su trayectoria de vectores de

®Habria que integrarla sobre todas las posibles matrices de canal Hy 1.¢1, y sobre todos los posibles vectores
de simbolos S;41.;+,. Esto ultimo daria lugar a una complejidad exponencial en el nimero de antenas transmisoras
y la memoria del canal, que es lo que estamos tratando de evitar.
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simbolos. Se utilizard en el instante ¢ + 1 para obtener una muestra, Hgl de H;,, y calcular

p(HEQl |H§Z)) En el instante ¢ si se descartan, sin embargo, las muestras, Hﬁl:t +q» del canal en
los instantes ¢ + 1, - - - , ¢ + a una vez finalizado el proceso de muestreo de los datos. Muestras
de las matrices de canal H; ;, £ > 0 pasardn a incorporarse a las trayectorias de las diferentes
particulas en el instante ¢ + k, pues serd ése el instante en el que dispongamos de un mayor
numero de observaciones relacionadas. Notese que este mismo razonamiento es el que nos
lleva a descartar las muestras de los vectores de simbolos s, 1.4+, una vez actualizado el peso
de la particula.

La ecuacion de actualizacion de los pesos que resulta de las ecuaciones (5.39) y (5.41) es

(@)
() (4) Hk op(Yt+k|Ht+k7 t+k— m+1t+k) Hk’ p(H t+k/|Ht+k’ 1) (5.42)

Wyyq X Wyyg 0) )
(J(St t+a|SO -1, Hidgas Yt:tJra)Q( t:t+a|Ht71)
y los términos ¢(H;. t+a|Hz(€i—)1) y q<s7§:it)+a|s(()2—1aHgfz—i—a?yt:t—&-a)’ que se corresponden con las
funciones tentativas marginales para el canal y los datos, respectivamente, seran definidos a
continuacion.

5.2.1. Muestreo del canal

La ecuacion de actualizacion de los pesos (5.42) hace posible prescindir de los bancos de
filtros de Kalman en [58, 80, 81]. Sin embargo, atin tenemos que disefiar una funcidn tentativa
que evite las inversiones de matrices, asi como cualquier otra operacion computacionalmente
costosa. Para ello vamos a utilizar un banco de estimadores de canal adaptativos que cumplirdn
la funcién que antes desempefiaba el filtro de Kalman pero con una complejidad mucho menor.
Consideraremos dos algoritmos diferentes para la estimacion del canal: el LMS (Least Mean
Squares) y el RLS (Recursive Least Squares). Seran explicados brevemente en la presente
seccion.

Independientemente del estimador de canal empleado, en el instante ¢ disponemos de una
estimacion de canal en el instante anterior, Bﬁ?l para cada particulai € {1,--- , M }. Entonces,

teniendo en cuenta el modelo de canal dado por la ecuacién (3.6), vamos a tomar una muestra,
h,gi), de h; a partir de una distribucién gaussiana de media aﬁf_)l y matriz de covarianza
(diagonal) 041, donde 0% es un pardmetro de disefio”. Las restantes muestras del canal, h{"), ., .,
necesarias en el instante ¢ se obtienen simplemente utilizando el modelo AR. Asi pues,

H),, =h%,, ~ ¢ b)) = (ht|aﬁ§?1,a§{1> T~ (ht+k|ahgk71,agl>. (5.43)
k=1

Noétese que la distribucion de la que se muestrea H; no es la asociada a la ecuacién (3.6)
(que definia el modelo de canal) pues difieren en la varianza®. Las restantes muestras, Hy | .¢+ .,

"Recuérdese la equivalencia entre h; y H; que la ecuacién (5.4) hace explicita.

8Eligiendo 02, = o2 se verifica esto y conseguimos simplificar la ecuacién de actualizacion de los pesos.
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si que se obtienen de acuerdo a dicha distribucién. Por tanto,

Gr(Ns e 1) = N (el y, o 0) [ ] p(heislheps ). (5.44)

k=1

Una vez tenemos las muestras del canal hg? 1a (O H,Elt) +q» S€gUn convenga), podemos

utilizarlas (véase la Seccion 5.2.2) para obtener una muestra, sgi), del vector de simbolos

transmitidos en el instante ¢, que ademds servird para actualizar el estimador de canal
correspondiente.

Estimacion de canal basada en LMS

El estimador de error cuadritico medio minimo (MMSE) para el canal dados los vectores

(4)
2
‘ ] } . (5.45)

de simbolos s;;; y las observaciones y,., es

El algoritmo LMS (Least Mean Squares) [82] es la manera mads sencilla de resolver (5.45)
adaptativamente. La estimacion del canal que proporciona el LMS en el instante ¢ viene dada
por

(4)

I:Iii) = argmin {E vy, —His; 7
H, #

() () = (1) (i )T
H =H_-»p (Ht—lsl(f—)'r?—i-l - Yt> Si(f—)'r?—kla (5.46)

donde p << 1 es un pardmetro de incremento, que afecta a la convergencia del algoritmo.

Estimacion recursiva del canal basada en minimos cuadrados

El algoritmo LMS tiene a su favor una complejidad computacional muy baja. Sin embargo,
es bien sabido que su convergencia es por lo general lenta y sus capacidades de seguimiento
limitadas. Para superar esos inconvenientes vamos a utilizar el algoritmo de minimos cuadrados
recursivo (RLS, del inglés Recursive Least Squares) exponencialmente ponderado [82]. El
estimador de canal correspondiente se define como

2
} , (5.47)

t
o () . _
H, = arg min {Z Ar
k=0
donde 0 < Aps < 1 es un factor de olvido. El Apéndice C explica como utilizar
el algoritmo RLS para resolver recursivamente la secuencia de problemas planteados por
(5.47). Utilizando (C.11), (C.12) y (C.15) (e inicializando la matriz de correlacién, R; =

t k() (i) enti :
> k0 ARLSSh—m 15t 1 a la identidad) las ecuaciones que finalmente resultan en este caso
k

Y — HSEQTI?H
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Son
RY" Iy, (inicializacién) (5.48)
\=1 RO
” RLSIN 1 Ska’gﬂFl
g = T (5.49)
1+ )‘RI}SSI(cer?JrlRi(E—)l SJQZLH
)7 =0T 9T @7
n’ =R +g’ (ytT —s,ﬁlmHHtl) (5.50)
k
i)~ - i) ()T i)~1
R = Al <INm — g )s,ilmﬂ) R, (5.51)
k

Reescribiendo la ecuacién (5.51) como
i)~ 1 — i)~1 NON i)~1
RO = A\l (R§21 —g’s” R, > (5.52)
k

se puede ver claramente que la operacion computacionalmente mds costosa involucrada en las
ecuaciones (5.48)-(5.51) es el producto de una matriz por un vector. Asi pues, la complejidad
de este método de estimacion de canal es cuadratica en Nym.

5.2.2. Muestreo de los datos

Vamos a hacer uso de las muestras de la matrices de canal en los instantes ¢,--- ,t + a,
para obtener la funcion tentativa de los datos por medio del filro MMSE. Empezaremos

construyendo la matriz de canal apilada Hgi) a la manera de (3.10) pero utilizando las muestras

,a

Hizt) 1o €n lugar de las verdaderas matrices de canal, es decir,

[ H(m - 1)T 0 0 1"
H(m-2T H) (m-1)7 ... 0
: H\(m—2)7 " :
R — H"(0)" R nga(m— 17 (5.53)
| : H,(07 . HY(m—-2)T
0 0 o HY(0)7

Sustituyendo en la ecuacion (3.9) la matriz H; , por la aproximacion (5.53) resulta la ecuacion

yi: =H"S i1 +g, (5.54)
t+a ’ t+a t+a
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que nos servird para obtener una estimacion de los simbolos transmitidos. A la vista de las
ecuaciones (A.1) y (A.13) del Apéndice A, el filtro MMSE para estimar en este caso el vector

St—m+1 €8
t+a .
F) = o2H) <H§ Do?H) + agl) (5.55)
y se hace necesario invertir la matriz Hg 21 SQH(Z) + agl. Sin embargo, como se puede apreciar

en la ecuacion (A.9), esta matriz no es sino la esperanza de la matriz de correlacion de las
observaciones, £ {y £y, ] , que denotaremos por R, ;. Para evitar invertir dicha matriz vamos

t+a t4a
a aproximar esta esperanza como

Ry =E [y LY ] ~ Z)‘MMSEy kay k (5.56)

t+a t+a +a

donde Aypvisg es un factor de olvido y

Z _ Auwse — 1
~ Awmse — 1

El Apéndice E contiene los pasos necesarios para aproximar la esperanza de la matriz
de correlacion de las observaciones sin necesidad de llevar a cabo inversiones de matrices.
Aplicando la ecuacién (E.9) que finalmente resulta en dicho apéndice al caso que nos ocupa
tenemos

R, =E [y ey, 1 — (A0 + o)

t+a t+a
Ay ( Ay ) 1
N — (In a — R, . (5.58)
AmmseN¢—1 Nelat1) — B¢ yt+a AmmseN 1 vt
donde
yt lyt_:i
go= (5.59)
t Ay +y t AMM;]\EtAt 1Ryﬂ1 1y t
Un banco de filtros MMSE (uno por cada simbolo a detectar) para la 7-ésima particula, con
1=1,---, M, se calcula entonces, utilizando la ecuacién (5.58), como
: . -1 .
Fl, = ofH, (H0H) +021) = o?H{) R,] (5.60)

inicializando R; % a la matriz identidad, es decir, R; (1] = In(at1)-

Noétese que en este caso no hemos utilizado el modelo apilado eliminando la interferencia
intersimbodlica dado por las ecuaciéon (3.13) . Si lo hiciéramos, el calculo de Ryt seria
dependiente de la particula (del vector concreto de observaciones transformadas obtenido
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mediante la ecuacion (3.11)) con el consiguiente incremento en la complejidad. En el presente
método, ademds, no es tan importante en términos de coste computacional el tamafio de la
matriz de canal que aparece en la ecuacion de observacion empleada pues no es necesario
invertirla o descomponerla mediante Cholesky.

El filtro matricial FEQZ tiene dimensiones N;(m + a) X N,(a + 1) y al multiplicarlo por
el vector de observaciones apiladas, y + , vamos a obtener estimaciones blandas de todos
i+

a
los simbolos en s;_,, 1.4+ (los vectores apilados en s;—m+1). S6lo estamos interesados en
t+a
estimaciones blandas de los simbolos s;.;+,, por lo que para obtener una estimacion blanda de

S, vamos a descartar las Ny(m — 1) primeras filas del filtro multiplicandolo por la izquierda
+a

por la matriz E = [0 Ne(a+1)x Ne(m—1)1 Nt(aﬂ)] . Entonces, el vector con las estimaciones blandas
de los simbolos transmitidos entre los instantes ¢ y ¢ + a obtenido para la :-€sima particula es

s = EFEQay L (5.61)
t+a

y, si j = Nik + q para enteros k, ¢ > 0, entonces 5(? (7) es una estimacion blanda del simbolo
t+a

Se41(q)-

A partir de una estimacion blanda de un determinado simbolo, podemos una vez més asignar
probabilidades a los distintos valores que puede tomar éste. En concreto, vamos a calcular la

t+a
parametro de disefio) y a tomar una muestra del simbolo s;,(¢) utilizando la funcién tentativa

probabilidad de que s;,x(q) tome el valor s € S como N < (7)|s, o ) (donde ¢ es un

N (59 Gsensta) o

t+a

q(s141(q)) = - (5.62)
Ses (59 ()l 03)
t+a
La funcioén tentativa para el muestreo de los datos que finalmente resulta es
CTT S R e | | H q(sta(g (5.63)

k=0 q=1

Sustituyendo las ecuaciones (5.44) y (5.63) en (5.41) se obtiene la funcién tentativa que define
el método de filtrado de particulas y sustituyéndolas en (5.42), la ecuacion de actualizacion de
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los pesos
- ) o p(yea[HY st ) 3o p(H L H, )
() () k=0 P\Y ke My s St tp0k) L= t+k’ t+k/—1
Wipq X Wiy q @ @
Q<St:t+a|s():t717 H; ttar Yt t+a)Q(Ht t+a|Ht 1)
(i) [T 0p<yt+kz|HzE2k7S£:-k m+1t+k) [T _op(H t+k’|Ht+k’ 1)

t+a—1

IT;- OHq 1q(3t+k( )N (h(z |aht 1,0 >sz’  p(h t+k’|ht+k’ 1)
(i) [T Op(Yt-i—k‘Ht—&—k’ thk m+1t+k) (Ht ’Ht—l)
a1 @ '

[T TT)% a(s 2@ (Bl o31)

Si hacemos el pardmetro de disefio 0% igual a la varianza del proceso del canal, 02, entonces
N( b \ ht_)l, a?{I) = p( : ]Ht_l) y la ecuacion (5.64) se simplifica a

(5.64)

. . H s
’wt@a x ga 1Hk Op(yt+k| t+k> St+k—m+1: t+k;). (5.65)
Hk OHq 1Q(St+k( )

El Pseudocddigo (8) muestra un resumen del algoritmo.

Debido al producto de matrices en (5.60), la complejidad global del método propuesto sigue
siendo ctbica en el ndimero de antenas transmisoras, Vi, y en el factor de suavizado a, al
igual que en el caso de los métodos de la Seccidén 5.1. Sin embargo, la constante asociada a
la complejidad del nuevo método es mucho menor puesto que la estimacion de la matriz de

canal tiene ahora complejidad cuadrética y, ademas, el cdlculo de los filtros lineales para la
deteccion de los simbolos se lleva a cabo de una manera adaptativa.

5.3. Conclusiones

Los métodos SMC 6ptimos para la igualacion de canales MIMO tienen una complejidad
que crece exponencialmente con el nimero de antenas transmisoras. En este capitulo nos
hemos planteado la busqueda de nuevos métodos de Monte Carlo secuenciales que resuelvan
el problema con una complejidad polinémica. Las dos aproximaciones presentadas se basan
en un adecuado diseio de la funcién tentativa que permite obtener muestras de los simbolos
transmitidos en un determinado instante sin necesidad de explorar todo el espacio de posibles
vectores construidos a partir de los mismos.

El primer esquema propuesto se caracteriza por utilizar el canal como una variable auxiliar
de la funcidn tentativa con la intencion de facilitar el muestreo de los simbolos transmitidos.
Para obtener muestras del canal, cada particula mantiene un filtro de Kalman cuya media y
covarianza vienen dadas por secuencia detectada por dicha particula. Los algoritmos resultantes
tienen una complejidad cubica y, como se verd en capitulo de simulaciones, alcanzan un
rendimiento muy cercano al del filtro de particulas con funcidn tentativa éptima (y complejidad
exponencial).
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Pseudocodigo 8 SIS basado en la aproximacion conjunta del canal y los datos

para cada instante de tiempo t = 1,2, ...

para cada particula: =1,... . M

muestrear Hfz o ™ q(Ht:t+ayH§"_)1)

construir H,Yg utilizando (5.53)

obtener un filtro matricial FEQ; a partir de HEZC)L
calcular el vector de estimaciones blandas §(it) = EFgQZy t
t+a

t+a

segun la ecuacion (5.60)

S€a qt:p4a 0
(4)

para todo estimacién blanda §; (k) conk =1,..., Ny(a+ 1)
t+a
sea S, < 0

paratodo s € S
Prob(s) «— N (5(12 (k)|s, o2

t+a
acumular S, < S, + Prob(s)

tomar una muestra s) (k) ~q(s + (k)) = Prob(s + (k))/S,
t+a ' t+a t+a

acumular Gr.¢yq < Grya ¥ Q(S(Zg (k))

) ] t+a
actualizar s} con s (k)
) t+a l+a

del vector s

t+a
obtener el peso sin normalizar w§’> por medio de las ecuacién (5.64)

actualizar el i-ésimo estimador de canal utilizando la muestra SEZ)

calcular W « S, W
para cada particula¢ =1,..., M
normalizar su peso w\ — @\ /W

extraer s\’

~ M (1)2 -1
estimar el tamano efectivo de la muestra, M.y < (Zi:l w; )

si M.y < .M entonces
remuestrear
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El segundo método introducido en el presente capitulo aproxima la f.d.p. conjunta del canal
y los datos para de esa manera evitar el uso de filtros de Kalman. En este caso, cada particula
emplea un estimador de canal adaptativo simple (como puede ser el RLS) para obtener muestras
del canal que son utilizadas por una versién simplificada de un receptor lineal MMSE para
obtener estimaciones blandas de los simbolos transmitidos, las cuales a su vez se utilizaran en
el proceso de muestreo de los datos. La complejidad de los algoritmos que se derivan de este
método también es cubica en el nimero de flujos de entrada. Sin embargo, a costa de una ligera
degradacion en el rendimiento, el niimero de célculos que precisan realizar es mucho menor que
en el caso anterior (la constante asociada a la complejidad es més pequena), lo que hace que
sean especialmente adecuados en aquellas situaciones en las que los recursos computacionales
son muy limitados.
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Capitulo 6

Igualacion de canales MIMO de orden
desconocido

En cualquier sistema de comunicaciones la sefial recibida es una version distorsionada de
la sefial enviada. Si ademas el canal es selectivo en frecuencia (o, equivalentemente, dispersivo
en tiempo), un pulso de duracién 7" en el emisor dara lugar a uno de duraciéon 7" > T en el
receptor. Ello implica que la energia de un simbolo transmitido se dispersa a lo largo de m
periodos de simbolo en la sefial recibida, siendo m la memoria u orden del canal. El orden del
canal en el ejemplo de la figura es m = 3 porque, de acuerdo a nuestro modelo, la energia de
un simbolo transmitido en el instante ¢ se recibe en los instantes ¢,¢ + 1,--- ,t +m — 1.

Figura 6.1: Dispersion de la sefial transmitida en un canal selectivo en frecuencia.

Hasta ahora hemos supuesto que el orden del canal es conocido. Sin embargo, esto rara
vez ocurre en la prictica y suele asumirse que tiene un determinado valor como paso previo
al proceso de deteccion de los simbolos transmitidos. Podria ocurrir que dicho valor fuera
mayor que el verdadero orden del canal. En tal caso se dice que el orden del canal estd siendo
sobreestimado. Por el contrario, cuando consideramos un orden menor del que realmente tiene
estamos subestimando el orden del canal.

'Nétese que estamos definiendo la memoria de un canal MIMO como el niimero total de vectores de simbolos
que intervienen en una determinada observacién, por lo que m > 0. Algunos autores consideran que la memoria
es el nimero de vectores de simbolos pasados que intervienen en la observacion. En ese caso se tiene m > 0.

87
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Subestimar el orden del canal supone no tener en cuenta, en cada una de las observaciones
del modelo de sefial, uno o mas vectores de simbolos que intervienen en la misma. Es por
ello que subestimando el orden del canal no es posible realizar una deteccion fiable de los
datos transmitidos. Para evitar dicha situacién es una practica comun [83] asumir que el canal
tiene un orden mayor del esperado, lo cual supone, con una alta probabilidad?, sobreestimarlo.
Esta aproximacion evita el problema anteriormente mencionado, pero tiene dos inconvenientes
importantes. Por un lado incrementa la complejidad del receptor en la medida en la que ésta
dependa de las dimensiones de la matriz de canal y, por otro, da lugar a una progresiva pérdida
de rendimiento a medida que el orden de canal considerado se aleja del verdadero orden. Esto
ultimo es debido a que es necesario estimar una matriz de canal mas grande partiendo de las
mismas observaciones.

Ademads de todo lo mencionado, hay que tener en cuenta que, al depender el orden del
canal del periodo de simbolo, en la eleccion de éste ha de tenerse en cuenta la velocidad de
transmision, que es un parametro variable en muchos sistemas.

Todo lo arriba expuesto sugiere la necesidad de buscar métodos para la igualacion de
canales MIMO que, por un lado, nunca subestimen el orden del canal y, por otro, traten de
minimizar la penalizacién computacional y de rendimiento que supone sobreestimarlo. Se da
dividido el capitulo en cuatro secciones. La primera explica brevemente el modelo de sefial
considerado, que es una extension al del Capitulo 3. En la segunda se revisan algunos de los
trabajos anteriores que se pueden encontrar en la literatura abordando el problema. La mayor
parte de ellos parten de que el canal es invariante en el tiempo y no son, por tanto, directamente
aplicables a la igualacion del canal selectivo en tiempo considerado en esta tesis. Ademads, la
técnica basada en la interseccion de dos funciones de coste [39] ha sido disefiada para canales
con multiples salidas pero una unica entrada (SIMO, del inglés Single Input Multiple Output).

La tercera seccion se dedica a la derivacion del método de filtrado de particulas éptimo para
la igualacién de canales MIMO de orden desconocido. La complejidad del algoritmo resultante
es prohibitiva incluso en los sistemas mds sencillos, lo que (a dia de hoy) impide su aplicacion
en la mayor parte de situaciones précticas.

En la ultima seccion del capitulo se explican los métodos propuestos en el presente
trabajo para la estimacién del orden del canal. El primero de ellos extiende el método de
filtrado de particulas de complejidad reducida visto en la Seccién 5.2 para tener en cuenta la
incertidumbre asociada al orden del canal. El método resultante tiene complejidad polindmica
en el numero de antenas transmisoras y el numero de 6rdenes de canal considerados, lo que
permitiria a un hardware paralelo con elementos de computo muy simples resolver un problema
extremadamente complejo como es la estimacion del orden del canal en un sistema MIMO.
El segundo método propuesto, basado en la metodologia del procesado por supervivientes
[66], ofrece un rendimiento muy superior al del primero a costa de un cierto incremento en
la complejidad. Sin embargo, ésta se encuentra ain muy por debajo de la del método de filtrado

ZPuesto que no se conoce el orden del canal, asigndndole un determinado valor no es posible saber si lo estamos
subestimando, sobreestimando o, incluso, si el orden considerado es el verdadero.
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de particulas con funcidn tentativa 6ptima que resuelve el mismo problema.

6.1. Modelo de senal

El modelo de sefial considerado en este capitulo es esenciamente el descrito en el Capitulo
3 con la particularidad de que, al ser en este caso desconocido el orden del canal, m, vamos
a considerarlo una variable aleatoria discreta® en el conjunto M = {1,2,--- |M]|} con
distribucién de probabilidad a priori uniforme, es decir,

1

La ecuacion que describe el vector de observaciones recogidas en el instante ¢ sigue siendo
Y. = Htst*?;”rl + 8 (6.2)

donde $;—m+1 = [s;_,,, .1 -/ ]’ esunvector Nym x 1 que apila todos los vectores de simbolos
t

implicados en la t-ésima observacion y H; = [H;(m — 1)---H;(0)] es la matriz de canal
conjunta de tamafio /N, X Nym. Sin embargo, y puesto que m es ahora desconocido, no sabemos
cuantos vectores de simbolos intervienen en una observacidn, lo cual a su vez determina el
namero de columnas de la matriz de canal. Por otro lado, atn sin conocer las dimensiones de
ésta, podemos seguir modelando su evolucién como un proceso AR de orden 1 de tal manera
que

H,(l) = aH,_1(I) + V(1) 0<1<m—1 (6.3)

donde « es el coeficiente del proceso AR y V,(l) es una matriz N, x N, de variables aleatorias
gaussianas i.i.d. con media cero y varianza o2.

En cuanto a la notacién introducida en este capitulo, los algoritmos de la Seccién 6.4
obtienen estimaciones de la misma matriz de canal considerando diferentes 6rdenes de canal.
Para diferenciarlas vamos a denotar por H,,: a la matriz de canal en el instante ¢ asumiendo
que m es el verdadero orden del canal. Por otro lado, dado el alfabeto S en el que pueden tomar
valores los simbolos, nos referiremos al conjunto de todos los posibles vectores de simbolos de

tamafio N; como SJ.

6.2. Aproximaciones anteriores

En esta seccion revisaremos los fundamentos de los métodos mds relevantes que se
pueden encontrar en la literatura para afrontar el problema de la igualacién de canales (no
necesariamente MIMO) de orden desconocido. En cada caso, sefialaremos las principales
ventajas e inconvenientes que presentan a la hora de aplicarlos al modelo de sefal considerado.

3Noétese que aunque estamos modelando el orden del canal como una v.a., éste es en realidad un pardmetro
determinista que no conocemos.
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6.2.1. Basadas en teoria de la informacion

MDL

El principio de la descripcion de menor longitud (MDL, del inglés Minimum Description
Length) [84] es un método de inferencia inductiva [85, 86] que tiene por objeto elegir la
hipétesis que mejor explica una secuencia de datos de entre un conjunto de hipétesis candidatas.
Es decir, aborda el problema que en la literatura se conoce como “seleccién de modelo”.

MDL parte de la base de que cualquier regularidad que se halle en una secuencia de datos
se puede utilizar para comprimir dicha secuencia, esto es, para describirla empleando menos
simbolos de informacién de los que se necesitan para representarla literalmente (tal como se
recibe). Entonces, dada una secuencia de datos y un conjunto de hipdtesis (o modelos) que
podrian explicarla, el principio MDL propone elegir aquella hipotesis que permita una mayor
compresion de los datos. En cierta manera esto equivale a elegir la explicacién mas sencilla, lo
que hace que este método guarde una estrecha relacién con el razonamiento de Occam [87].

Para describir los datos (para comprimirlos) necesitamos un método de descripcion (un
cddigo), es decir, un lenguaje formal que permita expresar las propiedades de los mismos.
Podriamos elegir a tal efecto un lenguaje de programacién de propdsito general y surge entonces
el concepto de complejidad de Kolmogorov de una secuencia [88], que se define como la
longitud del programa mds corto que imprime la secuencia y termina. Obviamente, la longitud
del programa que lleva a cabo una determinada tarea depende (entre otros factores) del lenguaje
de programacién empleado. Sin embargo, el teorema de invarianza [33] nos dice que si la
secuencia de datos es lo suficientemente larga, la diferencia entre la longitud de dos programas
que la impriman, escritos en lenguajes de programacion diferentes, es una constante que no
depende de la longitud de la secuencia. Entonces, podemos identificar al programa de menor
longitud que imprime una secuencia de datos como el mejor modelo que la ajusta. Esta version
idealizada del MDL tiene dos problemas: por un lado no es posible encontrar el programa de
menor longitud que imprime una secuencia de datos dada y, por otro, en la practica se trabaja
con secuencias pequefias de datos por lo que el teorema de invarianza no es aplicable y el
lenguaje de programacién empleado es relevante.

Una manera de llevar a la préctica las ideas arriba expuestas es lo que algunos autores
denominan la versién en dos partes del principio MDL [33]. Sean H(V ... | H(V#) 1a lista de
hipétesis (o modelos) considerados para explicar una secuencia de datos ID. La mejor hipétesis,
H ¢ HW ... HWH) es aquella que minimiza la suma L(H) + L(D|H) donde, L(H) es
la longitud en bits de la descripcion de la hipétesis, y L(D|H) es la longitud en bits de la
descripcion de los datos cuando se comprimen o codifican con la ayuda de la hipétesis.

El principio de MDL es un método muy general para seleccionar un modelo y, como tal, se
podria aplicar al problema de la estimacién del orden de un canal MIMO selectivo en frecuencia.
Sin embargo, se sabe que en este caso el MDL tiende a sobreestimar el orden del canal [35, 36],
por lo que no constituye una buena aproximacion al problema.
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Criterio de informacion de Akaike

El criterio de informacion de Akaike (AIC, del inglés An Information Criterion) [34] se
utiliza para evaluar la bondad de ajuste de un modelo a un conjunto de datos. Tiene su origen
en el concepto de divergencia de Kullback-Leibler, que es una medida del parecido entre dos
distribuciones de probabilidad [89].

Dada una secuencia de datos y un conjunto modelos que podrian explicarla, el modelo al
que mejor se ajustan los datos segun el AIC es aquel que minimiza la métrica

AIC =2k —2InL (6.4)

donde k es el nimero de pardmetros del modelo y L es el valor maximo de la verosimilitud
que se puede conseguir con el mismo. Asi pues, a la vista de (6.4), un buen modelo es aquel
que explica un buen porcentaje de los datos observados (la verosimilitud es alta cuando a los
parametros se les asigna el valor correcto) y lo hace con el menor nimero de pardmetros posibles
(previniendo asi la sobreestimacion del modelo).

Al igual que el MDL, el criterio de informacién de Akaike es un método muy general
para discriminar entre modelos que compiten entre si a la hora de explicar una secuencia de
observaciones y, como tal, también es aplicable al problema de la seleccion del orden del canal.
Sin embargo, también tiene el problema de que tiende a sobeestimar el orden del canal [35, 36].

6.2.2. CME

Los anteriores métodos basados en teoria de la informacion se derivan utilizando
argumentos asintéticos [37], por lo que desde un punto de vista tedrico tinicamente son validos
cuando el conjunto de datos es muy grande. Su aplicacién a problemas como el que nos ocupa,
en el que tenemos un conjunto limitado de datos para ayudarnos a decidir entre un modelo y
otro no siempre esté justificada.

Un criterio para resolver el problema de la seleccion de modelos que no tiene esta limitacion
es el descrito en [37]. El autor propone una aproximacion al problema completamente diferente
basada en la teoria de estadisticos suficientes. La idea fundamental es considerar que los datos
se componen de dos partes. Una de ellas, bajo la hipétesis de que un determinado modelo
es el correcto, constituye un estadistico suficiente para los pardmetros desconocidos de dicho
modelo. La otra no depende de €stos, sino de su dimension, y es la que permite discriminar
entre modelos.

El método expuesto en [37], acuiiado por el autor con el término CME (del inglés,
Conditional Model Estimator), funciona sin ningun tipo de conocimiento a priori acerca de los
parametros del modelo, lo cual es una ventaja pues estos son, por lo general, desconocidos. Otra
ventaja fundamental del CME es que la regla de decision a la que da lugar estd estrechamente
relacionada con la maximizacién de la probabilidad de una decisién correcta.

En [38] se aplica el criterio CME para estimar el orden de un canal MIMO cuasi-estatico
selectivo en frecuencia. El método resultante asigna un valor, CME(m), a cada posible orden
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del canal m € M, y el orden preferido es aquel que minimiza dicho estadistico. Adaptando la
ecuacion obtenida en [38] a nuestro modelo de sefal resulta

1 & T N,
CME(m) = — 3" (yt - Hmst_ﬂ;ﬂ) (yt - Hmst_TH) + 5" n[SkSk| 6.5)

9 t=0

donde H,, es la matriz de canal asumiendo orden m, K es la longitud de la trama y

so(1)  sa(l)  so(1) oo somia(1) s0(2) oo soma(Ne)
Sy — si(1)  so(1)  soa(1) oo somae(l) 0 s1(2) o soma (M)
skaa(D) sxoa(l) ses(D) - skom(D) Ska(2) o Skom(N)

(6.6)

En la prictica ni el canal ni los simbolos serdn conocidos y deben ser estimados
considerando cada uno de los posibles 6rdenes de canal m € M. Los autores de [38] utilizan
el algoritmo EM a tal efecto.

El método descrito en [38] para estimar el orden de un canal MIMO solamente es valido
cuando éste wltimo es invariante en el tiempo*. Aunque a la vista de la ecuacién (6.5) la
extension a un canal selectivo en tiempo puede parecer trivial, hay que tener en cuenta que el
criterio CME ha sido derivando asumiendo que los pardmetros que determinan el modelo (los
coeficientes del canal en este caso), cuyo nimero queremos determinar, son fijos. Cuando esta
condicién no se cumple, como ocurre al asumir un canal variante con el tiempo, el rendimiento
del algoritmo puede verse seriamente afectado.

Otra desventaja de este método es que realiza un procesado por bloques de los datos
(observaciones), por lo que no puede ser utilizado en un sistema adaptativo.

6.2.3. Combinacion de las funciones de coste de identificacion e igualacion
de canal

La funcién de coste que se utiliza en trabajos como [90] para la identificacién ciega de
canales SIMO es mondtona decreciente en relacidon al orden del canal. Por otro lado, la funcién
de coste empleada con frecuencia en la igualacion ciega de este tipo de sistemas (véase e.g. [88])
es mondtona creciente respecto del mismo parametro. Teniendo en cuenta esto, los autores de
[39] construyen una nueva funcién de coste combinacién de ambas que alcanza un minimo en
el verdadero orden del canal.

Las ventajas del método son, por un lado, que funciona tanto en SNRs altas como bajas y,
por otro, que como subproducto del mismo se obtienen estimaciones del canal y filtros para
llevar a cabo su igualacion. Sus desventajas son que Unicamente es para sistemas SIMO y que
no considera canales variantes con el tiempo.

*Obsérvese que en la ecuacién (6.5) se ha suprimido el subindice temporal que acompara a la matriz de canal
a lo largo de toda la tesis.
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6.2.4. Meétodos basados en subespacios

Considerando el canal MIMO como un sistema lineal e invariante en el tiempo, en [91]
se propone un esquema para la estimacion del orden del canal basado en la relacién isomorfica
entre los subespacios de entrada y salida. Su mayor atractivo reside en que admite la posibilidad
que cada antena transmisora tenga su propio orden de canal.

Una limitacion de este esquema es que requiere que el nimero de antenas transmisoras
sea estrictamente menor que el de receptoras. Ademads, ha sido derivado asumiendo que la
transmision no se ve afectada por ruido o, equivalentemente, que las observaciones estan
completamente determinadas por el canal y la secuencia trasmitida. Por ello, en presencia de
ruido es necesario disponer de una SNR muy alta (a partir de 20 dB) para obtener un buen
rendimiento. Este también depende en buena medida del nimero de observaciones, es decir, de
la longitud de trama, de tal manera que tramas mads largas incrementan la fiabilidad del método.
Por otro lado, este esquema s6lo es inherentemente vélido para canales invariantes en el tiempo,
lo que impide su aplicacion al sistema de comunicaciones objeto de estudio.

6.3. SMC utilizando la funcién tentativa optima

Sea o no conocido el orden del canal, en el instante ¢ queremos detectar la secuencia
transmitida, Sy.;, dadas las observaciones, y,.;,,, donde a es el factor de suavizado. Asi pues,
nos planteamos una vez mds’ la aproximacion de la f.d.p. p(So.t|¥o.11q)-

Cuando el orden del canal es conocido, utilizando un factor de suavizado ¢ = m —1 tenemos
en cuenta todas las observaciones que involucran a un determinado vector de simbolos a la hora
de detectarlo. Si queremos garantizar esto mismo cuando el orden es desconocido debemos
elegir a = max {M} — 1, lo cual supone suavizar utilizando tantos vectores de observaciones
futuras como requiera el maximo valor que puede tomar el orden del canal.

Las funciones de densidad de probabilidad objetivo y tentativa que vamos a manejar en
este método tienen exactamente la misma forma que las de la Seccion 4.2.2. Asi pues, por la
ecuacion (4.44) tenemos

P(So:t|Yoitra) X P(YertralSots Your—1)P(S0:t-1]¥o.—1): (6.7)

y por (4.38)
q(SOZt|yO:t+a) = q(st|s01t—17 y01t+a)q(801t—1|y0:t—1) (68)
donde q(s¢[So:t—1,¥¢:+4o) €8 la funcién tentativa marginal de la que se muestrea el vector de

simbolos s;, y puede escribirse, atendiendo a la ecuacion (4.43), como

P(YetralSo:t: You—1)
th cs™t D(YitalS0:0—15 S5 Yoi1)

q(S¢[80:t—1, Yo:14a) X (6.9)

SNoétese que ésta es la misma distribucién que tratdbamos de aproximar en la Seccién 4.2.2.
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La diferencia entre este método de filtrado de particulas y el de la Seccién 4.2.2, que suponia
conocido el orden del canal, estd en el cdlculo de la verosimilitud p(y,.,, ,(So:t, ¥o.,—1). Cuando
el orden de canal es conocido dicha probabilidad puede calcularse mediante el filtro de Kalman.
Cuando el orden del canal es desconocido podemos aplicar el teorema de la probabilidad total
para calcular p(y,.,, ,|So:t, Yo.,—1) COMO

P(Yet+alSo:ts Yoru—1) = Z P(Yet4ar MIS0:t, Yo:r—1)
meM

= Z P(Yestral s So:t You—1)P(m, [S0:4-1, You—1) (6.10)
meM

donde se ha tenido en cuenta que el ¢-ésimo vector de simbolos, s;, no aporta ninguna
informacion a la hora de calcular la probabilidad del orden del canal m dadas las observaciones
Yo:—1» por 1o que p(m, [So.t; Yo.i—1) = P(M, [So:t—15 Your—1)-

Cada una de las verosimilitudes p(y,, .|, So:t,Yos—1) cOn m € M asume un orden
de canal diferente y puede ser evaluada mediante la ecuacion (4.42) utilizando un filtro de
Kalman adaptado al tamafio de la matriz de canal que corresponda en cada caso®. El término
p(m, |So:t—1,¥o.4_1) € la probabilidad a posteriori del orden del canal en el instante ¢ — 1y se
puede calcular hasta una constante de proporcionalidad mediante el teorema de Bayes como

(Y11, S0:t—1, Yo —2)P(1, [So:e—1, Yo.1_2)
P(Yi_1180:t-1, Yot _2)

o p(¥;_11M,S0:t-1, Yo.r—2) (1, [So:t—2, Yo.t o)
t—1

o p(m) [ [ p(yalm o> You—1) ©6.11)

k=0

p(m7 |SO:t—1> YO:tfl) =

donde p(m) es la f.m.p. a priori de m.

La funcién tentativa de la que vamos a muestrear los simbolos transmitidos en el instante ¢
se obtiene sustituyendo (6.10) en (6.9), de tal manera que una muestra del vector de simbolos
S: para la ¢-ésima particula se genera de acuerdo a

ZmEM P(Vitralm, S(()Zzl—p St, Yo.—1)P(M, |S(()2—17 Yo:t—1)

thESNt Zme./\/l p(yt:t+a|m7 S(()Z;i_p St; Yo.r_1)p(Mm, |S(()Z;1—1a Yo:t_1)
(6.12)

slgl) ~ q(st|s(()l:3i—17y0:t+a) X

®En la Secci6n 4.2.2 no haciamos explicito el condicionamiento de las observaciones respecto del orden del
canal porque suponiamos que éste era un parametro conocido del sistema. Sin embargo, este conocimiento estaba
implicito en el filtro de Kalman construido para calcular la probabilidad p(y;.; , ,[So:¢, ¥o.;—1). Y podriamos haber
escrito ésta tltima como p(yy.; 1 oM, So:¢, Yo.¢—1)
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y su peso se actualiza mediante la ecuacion

o DIYorra) | PVerralSShs You1)p(st:
t+a (

7

A Yorsa) A8 [SS)_ 1, Youra)a(ss
(i) P(Yitra |S(()l:1a Yo:t—1) (i)

1—1|Y():t—1) @ p(yt:t—&-ays(()lz)tay():t—l)
)
t_

- Ytta—1 i P
1¥o::-1) Q(Sg )’58:35—17 YO:t—i-a)

_ _ O
= Wipg-1 0 = Wyyrq—1 § P(¥itralSo0t—15 St You—1)
P(Yest4alSoe-Yoie—1) - N,
@) _ s;eSNt
zgtesNt P(Ye:tvalSo:t—15t:Y0:6-1)
_ @ =
= Wiyg E E p(yt:t+a|m7 S0:t—15 St, Yo:—1)P(1M, [So:e-1, Yo.1-1)- (6.13)

§:€SNt meM

Tanto (6.12) como (6.13) van a hacer uso de las ecuaciones (6.11) y (4.42). Esta dltima la
reescribiremos ahora por conveniencia como

a
(Ve alm,800 You 1) = Z HP(Yt+k‘m7 SO0, St 1t Your-1h-1): (6.14)
St+1:t+a €SNt k=0
haciendo de esta manera explicito el orden del canal.

La ecuaciéon (6.14) contiene un sumatorio sobre todas las posibles combinaciones de
vectores de simbolos de suavizado, §;.1.14qa € S™% lo cual implica una vez mds una
complejidad exponencial en el nimero de antenas transmisoras, /Vy, y el maximo factor de
suavizado, a = méx { M} — 1. Por otro lado, en la ecuacién de actualizacién de los pesos, el
término p(y,.,,,|m, s$) V1) desarrollado en (6.14) estd dentro de un sumatorio sobre todos
los 6rdenes de canal en M, lo cual sugiere una complejidad lineal en el nimero de 6rdenes de
canal considerados. Asi pues, la complejidad asociada a propagar una trayectoria (muestrear un
nuevo vector de simbolos) y actualizar su peso correspondiente mediante la ecuacion (6.13) es
O (|M|SNeFD)) E] Pseudocdigo 9 muestra un resumen del algoritmo resultante.

6.4. Nuevos métodos para la igualacion de canales de orden
desconocido

La enorme complejidad del algoritmo anterior motivo en esta tesis el desarrollo de nuevas
técnicas que resolvieran el mismo problema con una carga computacional aceptable. En lo que
resta de capitulo se presentan dos nuevos métodos para la igualacion de canales MIMO cuando
el orden del canal es desconocido. El primero de ellos es también un algoritmo de filtrado de
particulas, mientras que el segundo es un algoritmo de programacién dindmica basado en la
idea de procesado por supervivientes [66].

6.4.1. Métodos SMC de complejidad reducida

El método explicado en esta seccion extiende el esquema de complejidad reducida
de la Seccion 5.2 para incorporar y explotar la informacion de la f.d.p. a posteriori
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Pseudocodigo 9 Algoritmo SIS Sptimo suavizado para orden desconocido
para cada instante de tiempo t = 1,2, . ..
para cada particula: =1,... . M
S€a aACUMyerosimil < 0
para todo s, € S™
verosimil(s;) < 0
para todo m € M
Po(m) «— p(y,|m, So:t; Yo.i—1)
guardar el estado del i-ésimo KF (media y covarianza predictivas y filtradas) para
orden de canal m
para todo S, .., € SN
sea P(m) <« P,(m)
parak=1,...,a
actualizar el i-€simo KF para orden de canal m con el vector s,
P(m) < P(m) xp (Yt+k’m> So:t, 5t+1st+k>)’o:t+k_1)
P — P xp(m, |5(()Z:35—1>YO:15—1)
verosimil(s;) < verosimil(s;) + P(m)
restaurar el estado del i-ésimo KF para orden de canal m
calcular la probabilidad a posteriori del orden del canal necesaria en ¢+ 1 utilizando
(6.11), p(1m I8 You) = Polrm)p(m. |86 -1. Yo 1)
ACUMyerosimil < ACUMyerosimil + VET0SIMAL(S;)
muestrear s,gi) ~ qi(s¢) = verosimil(s;)/acumyerosimi
obtener el peso sin normalizar wﬁ” — wti_lacumvemsimil
para todo m € M
actualizar el i-ésimo KF para orden de canal m utilizando la muestra sgi)
calcular W « S @)
para cada particula: =1,..., M
normalizar su peso wf) — u?gi) /W

N M (z)2 -1
estimar el tamano efectivo de la muestra, M.y < (Zi:l wy )

si M.y < .M entonces
remuestrear
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del orden del canal. En dicha seccién nos plantedbamos la aproximacién de la densidad
P(So:t+a, Ho:t+al¥0:444) considerando el orden del canal como un pardmetro conocido del
sistema. Entonces incluiamos la estimacion del canal en el filtro de particulas y obteniamos
muestras del mismo para facilitar la deteccion de los datos. Para utilizar la misma aproximacion
al problema cuando el orden del canal es desconocido vamos tomar muestras del canal
considerando cada uno de los posibles 6rdenes, m € M. Asi, nuestra f.d.p. objetivo es
ahora p(So:t1a; {Him:0:t+a tmepq [Yoit1a)» donde Hypo.44 s la secuencia de matrices de canal
(de tamano NV, x Nym) entre los instantes 0 y ¢ + a asumiendo que m es el orden del canal.

Al igual que en el método de la Seccién 6.3, vamos a elegir como factor de suavizado
a = max {M} — 1 de tal manera que a la hora de detectar un determinado vector de simbolos
se tengan en cuenta todas las observaciones a lo largo de las cuales se distribuye su energia atn
cuando el orden del canal sea miximo.

Utilizando la notacion indicada, la densidad objetivo se puede desarrollar por medio del
teorema de Bayes como

P(So:t-+a; {Hm;Olt-Hl}meM |y0:t+a) = p(Yt:t+a|50:t+a> {Hm;O:H—a}meM  Yoi—1)%
P(S0:t+a; {Hm;O:H—a}meM Yo:—1)
P(YeralYou—1)
X p(yt:t+a|801t+a7 {Hm;O:t+a}meM s You—1) X
X D(S0:t-+as {Hm;U:tJra}mgM You—1)- (6.15)

Reescribiendo el dltimo término que aparece en el lado derecho de (6.15) mediante la
definicién de probabilidad condicionada resulta

P(So:t-+as {Hm;01t+a}me/\4 IYO:t—Q—a) = p(Yt:t—i—a’SO:tJraa {Hm;O:tJra}meM , Yoi—1) X
X P({H sttt e nq 100+ THmi0:6-1 e pg > Your—1) X
X D(So:t+as {Hms0:0-1} e nq [Yoir1) (6.16)
y aplicando nuevamente el teorema de Bayes y la definicion de probabilidad condicionada sobre

P(So:t+a; {Hm;O:t—l}meM ¥0..—1) tenemos

P(So:t-+a; {Hm;O:t-i-a}meM |YO:t+a) X p(Yt;t+a|SO:t+a7 {Hm;01t+a}meM s You—1) X
X p({Hm;t:t+a}meM | {Hm;O:t—l}meM) X
X D(St:t-+alS0:t—1, {Hm;O:t—l}mgM s Yoi—1) X
X p(SO:tfla {Hm;O:tfl}meM ‘yO:t—l)
X p(yt:t+a|502t+a7 {Hm;O:H—a}meM ) YO:t—1> X
X p({Hm;t:t+a}meM | {Hm;Ort—l}meM>X
X P(So:—1, {Hm;O:t—l}meM Yo:t-1) (6.17)

donde la proporcionalidad se debe a que p(S¢.¢+a(So:t—1, {Him;0:t~1},,c 04 » Yo:¢—1) €5 Una constante
por ser la probabilidad a priori de los simbolos’. Por otro lado, al ser el canal un proceso de

"Nétese que las observaciones y,.,_; no contienen ninguna informacién acerca de los vectores St .
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Markov, la matriz de canal en un instante de tiempo dado asumiendo un determinado orden de
canal s6lo depende de la matriz de canal (asumiendo el mismo orden) en el instante anterior o,
equivalentemente,

p(Hm;t|Hm;t—1a ) = p(Hm;t|Hm;t—l)a (618)

por lo que podemos escribir

p({Hm;t:t+a}m€M |SO:t+aa {Hm;O:t—l}meM ay[):t—l) = H Hp(Hm;t—&-k’Hm;t-&-k—l)- (619)

meM k=0

En cuanto a la verosimilitud p(y;.;, ,/S0:t+a; {Him:0:t4a } e nq  Your—1)» Para calcularla sin
conocer el orden del canal vamos a recurrir al teorema de la de la probabilidad total del mismo
modo que hicimos en la seccién anterior para calcular p(y,.,,|Sox, Yo..—1)- Asi pues, vamos a
descomponer dicha probabilidad como

p(yt;t.t,_a‘SO:t-i-a? {Hm;O:t-i-a}meM 7YO:t—1) = Z p(yt:t+a7 m‘SO:t—&-m {Hm;O:t+a}m€M >YO:t—1)
meM

= Z p(yt:t+a’m7 SO:t+a> {Hm;O:t—Jra}meM ) yo:tfl) X
meM

X p(m‘SO:t—&—m {Hm;01t+a}m€M 7Y0;t71)

- E : p(Yt:t+a|SOZt+aa Hm;O:t—i—au y();t,l) X
meM

X p(m|So:t-+a, {HM;0:t+a}meM s Yoit—1)

= Z p<yt:t+a|50:t+aa Hm;O:t—i—aa yo;t_l) X

meM
X p(m‘so:t—la {Hm;O:t—l}meM 5 y0:t_1) (620)
donde hemos utilizado que, trivialmente,
p(yt:t+a|m7 S0:t4-a; {Hm;O:t+a}m€M ) yO:t—l) = p(yt;t+a|so;t+a7 Hm;01t+a7 yoit_l), (6.21)

es decir, si m es el verdadero orden del canal, podemos descartar las estimaciones de canal que
suponen cualquiera de los restantes 6rdenes, {m’ € M, m’ # m}, puesto que ya no van a ser
de utilidad en el célculo de la probabilidad de las observaciones y,., .. Ademas,

p(m|SO:t+a7 {Hm;O:t—f—a}meM 7y0;t—1) = p(m|s():t—1a {Hm;O:t—l}meM ay();t—l)a (622)

porque los simbolos y la secuencia de matrices de canal desde ¢ hasta ¢ + a (ésta tltima
considerando todos los posibles 6rdenes de canal, {Hm;oﬂa}mG M) DO aportan ninguna
informacion acerca de m sin las correspondientes observaciones.
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La probabilidad a posteriori del orden del canal se puede calcular por medio del teorema de
Bayes como

p(mlso.—1, {Hm/§01t—1}m’€/\/[ ,Yo:-1) = P(You—1|m, So:e-1, {Hm’;O:t—l}m/GM 'Yoo)X
p(mSo.—1, {Hm0:0-1 e > Yort—2)
P(Yo—1S0:t-1, {Hm’;O:t—l}mleM ,Yot_2)
o P(Your— 11 So:e— 15 {0001 e pg  Yout—2) X
x p(m|so.c-1, {Hm’;O:t—l}mleM yYoi2)
= D(You—1|m S0:t—1, Himy0:0—1, You—o) X

X p(m|SO:t—27 {Hm’;O:t—Q}mleM s yO:t_Q)- (623)

Si expandimos cada una de las probabilidades a posteriori del orden del canal que surgen
en el desarrollo de (6.23) podemos a llegar a

t—1
p(m|so:—1, {Hm;O:t—l}mgM ,Yoi—1) X p(m) HP(YO;Hma S0:k> Himy0:%> Your—1) (6.24)
k=0
lo que implica que p(12[So:¢—1, {Him;0:0-1},,c 01 > Yo:t—1) Unicamente depende de las matrices de
canal que asumen orden m, de tal manera que

p<m|SO:t717 {Hm;O:tfl}meM ) yo:t—l) = p(m‘SOthh Hm;O:tfb yO:t—l)' (625)

Sustituyendo (6.19) y (6.20) en (6.17) resulta la f.d.p. objetivo que consideraremos de
aqui en adelante:

p(SO:tJraa {Hm;O:tJra}meM ‘y():t—i-a) = Z p(Yt:t+a‘SO:t+a7 Hm’;O:tJraa yO:t—l) X
m/'eM

a
X p(m/|SO:t717 Hm’;O:tfla yo;tfl) H Hp(Hm”;tJrk |Hm”;t+k71) X
m'"e M k=0

X p(SO:tfla {Hm;O:tfl}meM ‘y();t_l)- (626)

Al igual que ocurria en el esquema de la Seccion 5.2, las verosimilitudes que aparecen en
las ecuaciones obtenidas se pueden calcular ficilmente al estar condicionadas en el canal. De
esa manera evitamos el uso de bancos de filtros de Kalman.

Para aproximar la densidad p(So:¢1a; {Him:0:t+a ) e [Yo:t10) Vamos a definir una funcién
tentativa de la forma

q<SO:t+a7 {Hm;O:t+a}m€M IYO:t-‘,—a) = q(st:t+a’50:t717 {Hm;O:tJra}meM ,y0:t+a) X
X q({Hm?t:t+a}m€M |SOZt*17 {Hm;OItfl}mEM ’yO:t+a> X
X q(SO:t—la {Hm;O:t—l}meM ’yO;tJra)- (627)
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Utilizando (6.26) y (6.27) para obtener la ecuacién de actualizacion de los pesos, resulta el
siguiente método de filtrado de particulas

{Hg);t:t—i-a}me i q({Humitt+at e [S0:t—15 {Hmoit—1} e ns s Youra) (6.28)
Sttra ~ A(SerralSon—1, {Hmoat meps Yousa) (6.29)
(Z,) ]9 (So ttas {H Z),o t+a} yO't+a)
q (So tta {H Z),o t—‘ra} ‘ Yo. t+a)
Zm P(YettalS0t+ar Hinr 0640 Your—1) %
q E (()Z —1s {H’(jL)OtM}meM 7y0:t+a>

So:t—1, Hyro:0—1, ¥ ” . Hor itk Himrtik-1) o)
( ‘ 0:t—1 () :0~t 1, 0:t— l)H eM gk_op( 7t k| )t k 1>wt at- (6 30)
H, . a} ‘s ,{H?,_} Yo )
q ({ RASS mem 0:t—1 m;0:t—1 mem 0:t4a

Asi pues, una vez mds en la funcién tentativa aparecen dos densidades marginales que

servirdn, una para el muestreo del canal, y otra para el muestreo de los datos. Vamos a examinar
cada una de ellas en una seccion diferente.

Muestreo del canal

La forma de la funcién q¢({Hpuit1at,,cnq [S0:—15 {Hm0:0-1} e 005 Yourra) implica que
tenemos que tomar muestras de la secuencia de matrices de canal, H,,,.;.;14, para cada uno de los
posibles 6rdenes de canal m € M. Como ya se dijo anteriormente, este método de filtrado de
particulas no es sino una extension del de la Seccién 5.2 para manejar la incertidumbre asociada
al orden del canal. Para muestrear el canal en dicha seccion utilizabamos el algoritmo RLS para
obtener una estimacion del mismo en cada instante de tiempo y para cada particula, de manera
que necesitdbamos un banco de M algoritmos RLS, uno por particula. Ahora tendremos un
algoritmo RLS para cada posible orden del canal, m € M, en cada particula, lo que da un total
de |[M|M estimadores RLS.

Vamos a obtener las muestras del canal considerando un determinado orden de canal
independientemente de las de los restantes o6rdenes, lo que da lugar a una funcién tentativa
de la forma

Q({Hm;t:t+a}m€M |SO:t—17 {Hm;O:t—l}meM ) yO:t+a> -

IT cMeralsoi—t, {Humo—1} e pr > Yourra)- (6.31)
meM

Cada uno de los factores q(Hy;t:¢1a[S0:t—1, {Him;0:0-1 } e pq > Yoitra) €0 (6.31) se puede escribir
atendiendo a la ecuacién (6.18) como

Q(Hm;t:t+a|50:t—1u {Hm;UIt—l}meM ) yO:t+a) = Q(Hm;t:t+a|SO:t—17 Hm;O:t—lu yO:tJra)u (632)
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de tal manera que sustituyendo (6.32) en (6.31) resulta

Q({Hm;t:t+a}meM |SO:t—1a {Hm;O:t—l}mEM 7y0;t+a) = H Q(Hm;t:t+a|SO:t—la Hm;O:t—la y(];t+a)-
meM
(6.33)

Las muestras del canal en un determinado instante se van a obtener por medio de las
correspondientes estimaciones en el instante anterior. En particular, una muestra, H,(;L)t (o hg,?;t,
recurriendo a su representacion vectorial, mas conveniente en este caso), de la matriz de canal
en el instante ¢ considerando m como el verdadero orden del canal, se va a generar de acuerdo
a la distribucion gaussiana,

i i i £ ()
h7(71),t ~ q(hm;t|s(():35—17 hSn);O:t—h yO:t—l—a) = N (hm§t|ahm;t—17 0127[> ’ (634)

donde flf;);tfl es la salida del estimador de canal de la particula ¢ para orden m en el instante
t — 1 (obtenida a partir de las secuencias de observaciones, séﬁfl, y simbolos, y,.,,,), « es el
coeficiente del modelo de canal AR y 0% es un pardmetro de disefio. Las restantes muestras del

canal desde ¢ + 1 hasta ¢ 4 a se obtienen a partir de h'”, utilizando directamente el modelo AR:

m;t

hgrzl);t+l:t+a ~ q(hm;t+1:t+a|h£721);t) = p(hm;t+1:t+a|h1(7?;t) = HN <hm;t+k|ahg¢+k—1a 012;1)
k=1

a

= [T Pt a0l ) (6.35)
k=1

Utilizando las ecuaciones (6.34) y (6.35) podemos desarrollar (6.33) como

q({Hm;t:t—i-a}meM |s0:t—17 {Hm;O:t—l}meM ) YO:t+a) = H q(Hm;t:t+a|S0:t—la Hm;O:t—la yO:t—i—a)
meM

= H q(Hm;t|SO;t71, Hm;O:tfla yO:tJra) X
meM
X Q(Hm;t+1:t+a|Hm;t>

- H N (hm;t|aﬁm;t—1ﬂal%ll> <

meM

o3l [ P T (6.36)

k=1

que constituye la expresion final para la funcién tentativa del canal.
El estimador de canal que nos va a proporcionar estimaciones del canal en el instante

anterior, hi;);t_l, para cada particula ¢ y cada posible orden de canal, m € M, es el
algoritmo RLS, que se encuentra formulado y derivado en el Apéndice C. Aplicando (C.11),
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(C.12) y (C.15) al caso que nos ocupa e inicializando la matriz de correlacion, R,,; =

t =k (i)' denti :
Y k0 ARLSSEm +1St77tn 11, a la identidad, resultan las ecuaciones
k

RY " oIy, (inicializacién) (6.37)
@) AR&SRgn)t 18 l(cz) m+1
Bt = OLEEE (6.38)
1+>‘RLSSk m+1Rmt 18k Zma1
k k
~ (i) T O i ~ ()T
H,, =H,,  +g, (yt —Si)mHHm;t_l) (6.39)
k
Rg"b),t_ >‘RLS (INm gfn)tsl(;) m+l) Rffl)t 1 (6.40)

i)~

donde el subindice m que acompafia a la matriz de correlacion de los simbolos, Rm 0

vector de ganancia, gin);t,

de canal considerado.

y al
se refiere (igual que en el caso de la matriz de canal Hm;t—l) al orden

Mediante las ecuaciones (6.37)-(6.40) podemos obtener estimaciones de la matriz de canal
recursivamente en cada instante de tiempo y considerando cada uno de los posibles 6rdenes

m e M.

Muestreo de los datos

Una vez tenemos muestras del canal entre los instantes ¢ y t4a considerando cada uno de los
ordenes posibles, {Hm;t:tﬂ}me > Vamos utilizarlas para facilitar la deteccion de los simbolos
transmitidos. La forma de la funcién tentativa para los datos, que ya vimos en la ecuacion (6.29),
muestra esto explicitamente.

En la Seccidn 5.2, cuando el orden del canal era conocido, las muestras del canal servian
para construir un estimador lineal que daba lugar a estimaciones blandas de los simbolos
transmitidos, las cuales a su vez permitian obtener probabilidades para muestrear dichos
simbolos. Ahora estamos considerando | M| érdenes de canal diferentes, cada uno de los cuales
tiene asociada una estimacion diferente para la secuencia de matrices de canal entre los instantes
ty t+a, y queremos obtener probabilidades para los simbolos transmitidos que tengan en cuenta
toda esta informacion. Para ello vamos a utilizar el filtro MMSE de complejidad reducida,



6.4 NUEVOS METODOS PARA IGUALAR CANALES DE ORDEN DESCONOCIDO 103

explicado en la Seccién 5.2.2, que ahora viene dado por las ecuaciones

R, {=1Inm (6.41)
-1

y’t_lyt-i-m—l

gt,m 1= T A 1 (642)
At + yt+r£L—1 )\MMSEtAtﬂRy,t—lytJthnil
Ay Ay

Rl~—" Iy, — L, — )R 6.43
PP Avmse v ( o gt’m_lytféa )\MMSEAt—l) vt (643)
F(Z)T _ 2H(7;)T R! 6.44
m;t = 0 mit,m—1" y,t ( . )

(@)

m;t,m—1

donde la matriz H
muestras Hg;);t:t +m—1 (que asumen orden m) en lugar de las auténticas matrices de canal, es

decir

se construye de la manera indicada en (3.10) pero utilizando las

[ HY (m—1)T 0 0 1"
Hg;)t(m Z)T Hv(viL);tH(m 1)T 0
vai);tJrl(m - 2)T : :
ng?-tm—1 _ vai);t(())T : Hv(;);ter—l(m -7 (6.45)
h H&);tﬂ(o)T Hf’r?;t—&-m—l(m - Q)T
0 0 H 1 (0)7

Utilizando filtros lineales asi construidos podemos obtener vectores de estimaciones blandas
de los simbolos transmitidos del mismo modo que haciamos en el Capitulo 5, pero ahora
considerando cada uno de los 6rdenes de canal posibles,

Sm;t
- 5 -
@, = Tmtt g, F9y (6.46)
™ tm—1 : T t+m—1
gv(vzm);t—i-m—l

donde E,, = [ONt(aH)X Nt(m_l)INtm] y §£,?t es un vector que contiene las estimaciones blandas
de los simbolos en s; asumiendo que el orden de canal es m.

El filtro F&)t tiene dimensiones N,m x N;(2m — 1) y permite obtener estimaciones blandas
de los vectores de simbolos desde ¢ — m + 1 hasta t +m — 1. Teniendo en cuenta que la matriz
E,, suprime las estimaciones blandas correspondientes a los vectores de simbolos s;_;,,+1.t—1, ya
detectados en instantes de tiempo anteriores, tenemos que el resultado de multiplicar Emefﬁb)tT
por las observaciones en (6.46) es un vector que apila las estimaciones blandas de los vectores

St.t+m—1- Asi pues, cuando m = max { M}, el filtro a que dan lugar las ecuaciones (6.41)-(6.44)
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nos permite obtener las estimaciones blandas de los simbolos entre t y t+ max {M} —1 =t+a
que queremos. Sin embargo, cuando m < méax {M} (el orden de canal considerado no es el
méaximo que puede tomar el canal), es necesario aplicar una secuencia de filtros

(i) (i)
Fm;t7 e ’Fm;t+|M|—m’ (647)

donde . -
FO =M, R G=0 M| -m (6.48)

para obtener estimaciones blandas de los vectores s;.;.,. La Figura 6.2 ilustra la construccién de
los méx { M} —m+1 = a—m+2 filtros. En ella se aprecia como las matrices de canal H,,,.;.¢+,,
son utilizadas en grupos m para obtener una secuencia de matrices de canal apiladas, Hgt tim—1
con 0 < 5 < a—m + 1, que sirven para obtener, mediante la ecuacion (6.48), una secuencia
de filtros. Cada uno de éstos junto con el correspondiente vector de observaciones apiladas da
lugar a un vector de estimaciones blandas, de tal manera que se tienen a — m + 2 vectores de
estimaciones blandas. Todos los elementos del dltimo de estos vectores y los /NV; primeros de
los restantes (resaltados en rojo en la figura) constituirdn las estimaciones blandas para S;.;.,.
Obsérvese que cuanto menor sea el orden de canal considerado, m, mayor es el nimero de
filtros necesarios. Es debido a que no se utiliza un filtro lineal para obtener una estimacion
blanda de cada uno de los vectores s;.;.,, Sino que las estimaciones blandas correspondientes a
los m 1ultimos vectores de dicha secuencia se calculan mediante un tnico filtro (el dltimo).
Siguiendo el procedimiento arriba descrito somos capaces de obtener estimaciones blandas,

gm;t(l)a ) gm;t(Nt)a gm;t—i—l(l); ) §m;t+a(Nt)>

de los simbolos
St(1)7 e 7St(Nt)7 St+1(1)7 e 7St+a(Nt)

considerando cada uno de los posibles 6rdenes de canal m € M, que nos van a servir para
construir la funcion tentativa para los datos.

Teniendo en cuenta que 5,,:1x(¢) es una estimacion blanda de s;,4(q) considerando m
como el auténtico orden del canal, vamos a calcular la probabilidad de que s;£(¢) tome el valor
s € S, cuando el orden del canal es m, como N (3,,444(q)|s,02) donde o2 es un parametro de
disefio. Normalizando dichas probabilidades obtenemos una funcién tentativa para cada uno de
los simbolos en s;.;, y cada orden de canal m € M,

_ N (gm;t+k(Q)|3t+k(q),0§)
ZseSN<§m;t+k(Q)‘saU§)
Podemos combinar las probabilidades asociadas a los diferentes ordenes utilizando la

probabilidad a posteriori del orden del canal para obtener una funcidn tentativa independiente
del orden de canal considerado:

Q(5t+k(Q)) = Z p(m‘SO:tA,Hm;O:t—bYO:t—l)CIm(St+k(Q)) (6.50)
meM

Gm(542(q)) (6.49)
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Figura 6.2: Calculo de las estimaciones

méax {M}.

Ev

~\1

St—l—a—m+2

a—m-+1

Yt—l—a—m—l—l

yt+a
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blandas considerando un orden de canal m <
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Puesto que cada simbolo se va a muestrear independientemente de todos los demds, la funcién
tentativa que resulta para los datos es

Q(St:t+a|SO:t—l) {Hm;O:t—l—a}meM )yo;t+a) = H H Q(St—l-k((J)) (651)
k=0g¢g=1

El método de filtrado de particulas que finalmente resulta viene dado por las ecuaciones
(6.28) y (6.29) para muestrear el canal y los datos, respectivamente, y por la ecuacién de
actualizacion de los pesos que se obtiene al sustituir (6.36) y (6.51) en (6.30):

(4) (i) Zm’GM P(Yetta |SO tta HSL)’;O:HW Yoi-1)
Witqg = Wiy
1o T a(seri ()
p(m I|SOt 17H7(n)'0t lvy()t )1 m’eM HZ oP (H(Z)”t+k|H(2)”;t+k—1)

HmGMN< mt| hmt 170H>Hk 119( mt+k|hmt+k 1)

(6.52)

Dado que H,,,; y h,,,, son representaciones equivalentes® de una y la misma cosa (el canal
en el instante ¢ cuando su orden es m), tenemos que

Hp ”t+k‘H "otk ) Hp ”t-‘rk‘h "otk )
= p(h m”t‘hfrzz”t 1 Hp m"t+k|hm”t+k 1)

( m'’; tle” it—1 Hp m!!: t+k|hm” b k— 1) (653)

lo que permite reescribir (6.52) como

() _ D mrem p(Yt:t+a|5(()Z:35+aa Hf:z)’;O:t—i-a’ Yo:t—1)
t+a — "itta-—1 a N¢
[Tr—o qul q(se+1(q))
p(m’\sglfl,H(z),Ot 1 Yor1) 11 "eM p(H ’E:L)H;t|H£:L)N§t—l)

e (Bl 031)

(6.54)

La ecuacion (6.54) se puede simplificar si hacemos el parametro de disefio 0% igual a la
varianza del proceso AR, 03. En tal caso, la ecuacion de actualizacion de los pesos es

(i) (i) Zm’eMp(yt:t+a|S((]7;25+a’Hg:L)’;O:tJra?yO:t 1)p(m /|SOt 17H()’0t 1> Yo:t—1)

Witq = Wiyg—1 a A
Hk/zo H¢]]V:1 Q(StJrk/(Q))

8Véase la ecuacién (5.4), que muestra explicitamente la relacién entre ambas.

(6.55)
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El Pseudocddigo 10 resume el algoritmo expuesto. La complejidad del mismo es lineal
en el ndmero de 6rdenes de canal posibles (la cardinalidad del conjunto M) a la vista de la
ecuacion (6.55), y cubica en el de antenas transmisoras y receptoras a la vista de las ecuaciones
(6.37)-(6.40), que definen el algoritmo RLS para la estimacién del canal, y de las ecuaciones
(6.41)-(6.44), utilizadas en el receptor MMSE para calcular las estimaciones blandas de los
simbolos transmitidos que sirven obtener muestras de los mismos.

6.4.2. Igualacion mediante procesado por supervivientes

En la Seccién 4.1.4 se explicé como aplicar el procesado por supervivientes para igualar
canales MIMO de orden conocido. En esta seccion se presenta un nuevo algoritmo basado en
PSP capaz de manejar la incertidumbre asociada al orden del canal. En ultima instancia se trata
un método determinista que lleva a cabo una busqueda en un grafo tipo trellis, cuyo rendimiento
(y complejidad, por tanto) se puede ajustar mediante el nimero de supervivientes.

El algoritmo PSP se utiliza por lo general para resolver problemas de deteccion de maxima
verosimilitud cuando la presencia de ciertas variables desconocidas impide utilizar el algoritmo
de Viterbi. En este caso queremos encontrar la secuencia de vectores de simbolos, sé‘f[tLS D que
maximiza la probabilidad de las observaciones, y,,, sin conocer el canal ni el orden del mismo.

El problema de optimizacion planteado se puede formular como

sé\ﬂLSD = arg Irsl(iXp(YO:t’SO:t)' (6.56)

Una secuencia de vectores de simbolos (o trayectoria) candidata a ser la solucién a
dicho problema es lo que se denomina un superviviente. Vamos a denotar por s((f)t al 7-ésimo
superviviente en el instante ¢. Entonces, si P es el nimero total® de supervivientes considerados
por el algoritmo, en dicho instante de tiempo dispondremos de un conjunto de P trayectorias,
O, = {s((f)t}f:l cada una de ellas con una verosimilitud asociada, p(y0:t|sg;l). Haciendo uso de

ellas podemos aproximar (6.56) como

53.?5’3 = arg max p(¥o..|So:t), (6.57)
' S0:t €O ’

Explicaremos el funcionamiento del algoritmo describiendo los pasos necesarios para
obtener un conjunto de supervivientes en el instante ¢, O,, partiendo del conjunto de
supervivientes en el instante anterior, O, ;. Supongamos que para cada uno de los
supervivientes en t — 1, séf%_l coni = 1,---, P, conocemos su verosimilitud, p(y&t_1|sgz1_1),
y las probabilidades a posteriori para el orden del canal que tiene asociadas, p(m|y,.,_;, sgg_l),
m € M. El algoritmo propuesto consiste en la iteracién de los cuatro pasos siguientes:

1. Extender cada trayectoria, s(()g_l, para generar |S™t| potenciales supervivientes,

. . N
{s$)_, sV )}L.S:f‘, en el instante £, uno por cada posible valor de s; € S¥.

9En el PSP cldsico se considera un cierto nimero de supervivientes por estado del trellis, de tal manera que el
ndmero total de supervivientes estd determinado por el nimero de estados del trellis.
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Pseudocodigo 10 Algoritmo SIS de complejidad reducida para orden desconocido

para cada particulas = 1,..., M
p(mlsty, oo, ¥oo) = p(m) = g
para cada instante de tiempo t = 1,2, . ..
para cada particula: =1,... . M
para todo m € M '
muestrear Hirzz);t:t—i—a ~ Q(Hm;t:t—i-alHq(sz);t—l)
para j = 0 hasta j = max {M} —m
construir H), ., utilizando (6.45)
(i)

1

obtener un filtro matricial F ; ; apartir de H" seglin la ecuacion (6.48)

m; m;t+7,m—1
i T
calcular el vector de estimaciones blandas §'” = EmFsl)t +5Y g
para cada estimacion blanda, 50 t; (k)conk=1,...,Nym
™t j+m—1

sea .S, « 0
paratodos € S
Prob(s,m,k + jNy) «— N <§(i) v (K)ls, a§>

M tpj+m—1
acumular S, < S, + Prob(s,m, k + jN;)

paratodo s € S
Prob(s,m,k + jN;) < Prob(s,m,k + jN)/S, {normalizacion}
parak =1,...,N(a+1)

s (k) ~ qls,e (R)) = e (s 1 Hloq 1, You 1) Prob(s ¢ (k) m. k)

Lo a t+a
{muestreo}
acumular g.¢yo < Grtva X Q(S(Zg (%))

t+a

actualizar s} con s"") (k)
) t+a t+a

del vector s(it)
t+a )
obtener el peso sin normalizar wgﬁa por medio de las ecuacién (6.55)
para todo m € M
actualizar el i-ésimo estimador de canal para orden m utilizando la muestra sgi)
calcular p(mlsy), HY,., ¥o.) utilizando (6.23)
caleular W «— M )
para cada particulaz = 1,..., M

normalizar su peso wf) — @Dt(i) /W

extraer s\’

~ N2\ —1
estimar el tamafio efectivo de la muestra, M.y < (Zf‘i 1 wt(z) )

si M.; < .M entonces
remuestrear
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) . P|SNt|
2. Para cada potencial superviviente en el conjunto ©; = {sgzi_l, sgj )} , calcular su

i=1,j=1
verosimilitud asociada, p(yo,|s{)_;,s\").
3. Construir el nuevo conjunto de supervivientes ©; = {sg;)t}f;l eligiendo en O; las

trayectorias asociados a las P verosimilitudes mayores.

4. Para cada superviviente en ©,, actualizar sus correspondientes probabilidades a posteriori

para el orden del canal, p(mly,.,, s((ﬁ%), m € M.

La Figura 6.3 ilustra de qué manera el algoritmo obtiene un conjunto de supervivientes en
el instante ¢ a partir del conjunto de supervivientes en el instante ¢ — 1 utilizando los pasos
enumerados.

g . N . so oli
P supervivientes Pasos 1y 2: se generan [S™| _ Paso 3: se eligen P supervivientes
en el instante f — 1~~~ caminos por superviviente y > los P mejores en el instante ¢
se calculan sus verosimilitudes caminos globalmente
@ () (1)
I . Soe-0 S __ L St
N0 o [ PWYo:180:4—15 5 P\Yo:t180.1
,,,,,,,, Ot=1___ 77 . (|8™| caminos a partir
p(y 0t 1|S(()11) 1) J= e del 17 superviviente)
“” AN M (5™ ©)
N S UL St
1 (157) (2)
P(Yo:r[S0:-1: 51 ) P(Your|S0+)

(i (1)
: /. S, 0,(112)*,1,’, 2t .
L 7 (1) .
O /| P(YoulSo—15 5 )
———————— 0 Jt_—(lf)— e ¢ (I8™| caminos a partir del Z
; S e i-ésimo superviviente
P(You-1lS01-1 : G i
AN (i) (I8™])
. T D S o,it,)—,lgéx, 0
: 7 A SHVt|) (P)
: P(YoulSo:—1, 5 ) I Sot .
| 5 - @)
: P(YoulSo:)

Figura 6.3: Esquema del algoritmo para la igualacion de canales MIMO de orden desconocido
basado en procesado por supervivientes.

Los pasos 1 y 3 son muy sencillos y no precisan de mayor explicaciéon. En relacién con
los pasos 2 y 4, a continuacion vamos a describir en detalle como calcular las verosimilitudes,
P(¥ouls$)_1, s, y las probabilidades a posteriori para el orden del canal, p(ml|yy,_,,s\)), a
partir de p(yo,_ |S(()l:1)€71) y p(m|Yo.—1, S((Jzziq)’ respectivamente.



110 CAPITULO 6

La verosimilitud en el instante ¢ de la j-ésima extension del ¢-ésimo superviviente se puede
descomponer como

P(YoalSti-1:57") = P(3lYou—1: 60150 )P (Vo 1801-1) (6.58)

simplemente utilizando la definicién de probabilidad condicional. El término p(y,., ]sg;)tfl) se

corresponde con la verosimilitud de uno de los supervivientes en el instante ¢ — 1, por lo que

es conocido. En cuanto al otro factor que aparece en el lado derecho de (6.58), aplicando el
teorema de la probabilidad total resulta

p(Yt|Y0:t—1vS(()Z:3:—1aS§j)) = Z p(Yt’m’YO:t—DS(()Z:zf—l?S)gJ))
meM
_ M) () ) 6.5
= Z P(Yelm, You—1,Soit—1, 8¢ )P(M|You—1,So-1)- (6.59)
meM

Sustituyendo entonces (6.59) en (6.58) tenemos que la expresion final para calcular la

verosimilitud de la secuencia {séf)tfl, sgj )} es

P(Youlssr_187) = p(¥ou 11850 1) > PYIm, You 1 8ht-1.8)p(m]¥o,_1.5601). (6.60)

meM

Los términos p(m|yy.,_1, s((f;%_l), m € M son las probabilidades para los diferentes 6érdenes de

canal condicionadas en la secuencia de simbolos asociada al i-€simo superviviente ent — 1y

han sido calculadas en dicho instante de tiempo. Asi pues, solo falta calcular la probabilidad
p(yt\m,yOZt_l,s&_l,sgj)), que es gaussiana y se puede obtener, tal como se explica en el
Apéndice D, mediante el filtro de Kalman'®.

Para obtener p(yt|y0:t_1,sgz_1,s§j)) mediante (6.59) vamos a necesitar |[M| filtros de
Kalman, cada uno de ellos considerando un orden de canal diferente, para calcular las
probabilidades p(yt\m,yOZt_l,s[(ﬁ_l,s,gj )), m € M. Sin embargo, en la expresién dada en
el Apéndice D para calcular p(yt|m,y0:t71,sg:%fl,sgj)) tnicamente intervienen la media y
covarianza predictivas de Kalman, y éstas no dependen del vector sgj ), por lo que el nimero
total de pasos de filtrado requeridos por el algoritmo en cada instante de tiempo es P| M|, i.e.,

no depende del tamafio de la constelacion de posibles vectores de simbolos, SV

Una vez disponemos de las verosimilitudes p(y,|m, ¥o.;—1, s((f;%_h st )) paratodo m € M, la
actualizacion recursiva de las probabilidades a posteriori del orden del canal requerida por el
paso 4 es mucho mas simple. Después de seleccionar los nuevos supervivientes en el paso 3,
para cada camino en O, y para cada orden de canal m € M tenemos

p(mlyo.s Sg?s) = p(¥,m, ¥o.1, séﬁ%)p(m|y0:t71, SE)Z:LO‘ (6.61)

10En el Apéndice D se aborda el calculo de p(y,|so.;Yo.;—1) ¥ no el de p(y,;|m,So.t,¥o.,—1)- Sin embargo,
puesto que se hace asumiendo que el orden del canal, m, es un pardmetro conocido del sistema, tenemos que

P(YelSo:t, Yo.e—1) = P(Y¢|mS0:, ¥o.0-1)-
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El Pseudocddigo 11 muestra un resumen del algoritmo. Obsérvese que en la fase de
inicializacion del algoritmo se crea un unico superviviente cuya trayectoria estd vacia. El
conjunto de supervivientes se ird llenando a medida que nuevos caminos o trayectorias se
expandan a partir de €1, pero pueden ser necesarios varios instantes de tiempo antes de disponer
de un conjunto de P supervivientes distintos.

Pseudocodigo 11 Algoritmo para la igualacion de canales MIMO de orden desconocido basado
en procesado por supervivientes
construir un superviviente inicial con

= una trayectoria vacia
= verosimilitud asociada igual a 1
» p(m) = ﬁ para cada posible orden de canal m € M

para cada instante de tiempo t = 1,2, . ..
para cada superviviente t = 1,..., P
paratodos!’ € SN, j=1,.-- |SM|
para todo m € M
calcular p(y,|m, ¥o.,_1, s((f;%_l, st ) por medio del filtro de Kalman
calcular p(y,., ]s((ﬁ%_l, st )) utilizando (6.60)
afadir {sé@_l, sgj )} al conjunto ©; de potenciales supervivientes
construir ©, eligiendo los P mejores elementos en O}
para cada superviviente ¢ = 1,..., P
para todo m € M
actualizar el 7-ésimo KF para orden de canal m utilizando la muestra sgi)

calcular p(m|y,.,, s(()li) utilizando (6.61)

La aproximacion propuesta difiere del PSP clasico, en el cual todos los posibles estados
del diagrama trellis, cada uno de ellos con al menos un superviviente, se consideran en todo
momento. En nuestro caso no estamos imponiendo tal restriccion y el método propuesto obvia
en cierto modo el concepto de estado para operar tinicamente con supervivientes. Dicho de otra
manera, estamos eligiendo los P mejores supervivientes de ©; independientemente del estado
que tienen asociado en el diagrama de trellis. Puesto que manejamos | M| 6rdenes de canal, y
cada uno de ellos requiere un filtro de Kalman cuya actualizacién tiene complejidad O (N?), la
complejidad total del algoritmo es O (N?P|M||S™]).

Para cada camino superviviente calculamos, por un lado, su verosimilitud, y por otro,
las probabilidades a posteriori de los diferentes 6rdenes de canal cuando es la secuencia

efectivamente transmitida. Estas dltimas se pueden utilizar para obtener estimaciones MAP del

orden del canal,

riy!) = arg méx p(mly, si.). (6.62)
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para cualquier superviviente y en cualquier instante de tiempo. Como se verd en las
simulaciones, la probabilidad a posteriori del auténtico orden de canal crece rdpidamente muy
por encima de las probabilidades a posteriori de los restantes 6rdenes en el conjunto M.
Asi pues, en una implementacién practica del algoritmo podriamos fijar el valor del orden del
canal en todos los supervivientes despues de un determinado nimero de iteraciones (es decir,
mgi) = mﬁg) para todo ¢ > ?y) o cuando la maxima probabilidad a posteriori sobrepasa un
determinado umbral predefinido, 0 < v < 1 (es decir, si p(m,ff)|y0:t/, s(()i:%,) > v en t/, entonces
mgi) = T?LS) para todo ¢ > t'). Esto reduce la complejidad del algoritmo a O (Nf’P |G |), pues
en tal caso Unicamente se necesita un filtro de Kalman por superviviente.

Otra posible manera de reducir la complejidad del algoritmo consiste en sustituir el banco
de filtros de Kalman por un banco de estimadores de canal lineales, como pueden ser el RLS o
el LMS. La probabilidad p(y,|m, ¥o.,_1, s((f;)tfl, st )) necesaria en (6.60) se aproximaria entonces
como

(Y™, Yo 15 S((]Z:?t—lv ng)) ~ p(y,|m, I:Im;b S((]Z:?t—lv Sl(fj))

=N <yt|ﬁm¢s§“mﬂ, JSIM> (6.63)
t

donde I:Im;t es una estimacion de la matriz de canal en el instante ¢ suponiendo orden de canal m.
Si las estimaciones H,,,; se calculan utilizando las secuencias de simbolos y de observaciones
hasta el instante ¢t — 1, i.e., s((f;i_l € ¥o.._1, Iespectivamente, el nimero de pasos de estimacion de
canal necesarios en un determinado instante de tiempo es P|M|.

6.5. Conclusiones

En este capitulo se ha considerado el problema de la igualacién de canales MIMO cuyo
orden de canal es desconocido. La aproximacién clésica al problema consiste en asignarle a
éste un valor supuestamente mayor del que realmente tiene (sobreestimarlo) para de esa manera
evitar la enorme pérdida de rendimiento que ocurre en un receptor que considera un orden de
canal menor que el verdadero, es decir, que lo subestima. Sin embargo, dicha aproximacién
tiene dos problemas fundamentales: un incremento en la complejidad computacional y una
degradacion progresiva del rendimiento del receptor a medida que el orden considerado se aleja
(por encima) del verdadero.

Aunque el problema de la estimacion del orden de un canal de comunicaciones es bien
conocido, son pocos los trabajos que lo han abordado y menos atin los que lo han hecho en el
contexto de un sistema MIMO. En la primera parte de este capitulo, tras introducir el modelo
de senal, se han revisado brevemente algunos de los esfuerzos mds notables encaminados a la
estimacion del orden del canal que se pueden encontrar en la literatura. En cada caso, se han
sefialado las principales ventajas e inconvenientes del método asi como las dificultades que
surgen a la hora de aplicarlo a nuestro modelo de senal.
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En la dltima seccién del capitulo se presentaron dos nuevas aproximaciones para la
igualacion de canales MIMO de orden desconocido. La primera de ellas extiende uno de los
métodos de filtrado de particulas vistos en el Capitulo 5 para manejar la incertidumbre asociada
al desconocimiento del orden del canal. La complejidad del algoritmo resultante es cubica
en el nimero de antenas transmisoras y lineal en el nimero de 6rdenes de canal posibles
considerados, por lo que constituye una alternativa de bajo coste computacional al igualador
SMC que utiliza la funcién tentativa 6ptima cuando el orden de canal es desconocido (también
derivado en este capitulo).

El segundo esquema propuesto es determinista y estd basado en el concepto de procesado
por supervivientes. La complejidad del mismo es exponencial en el nimero de entradas y lineal
en el de potenciales valores que puede tomar el orden del canal, pero a expensas de ella (tal como
se verd en el capitulo de simulaciones) exhibe un rendimiento muy cercano al del algoritmo de
Viterbi con canal conocido.
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Capitulo 7

Simulaciones

Para probar el rendimiento de los algoritmos propuestos hemos simulado un sistema con
N; = 2 antenas transmisoras y N, = 3 antenas receptoras. La transmision se lleva a cabo en
bloques de 300 vectores de simbolos, 10 de los cuales (al principio de la trama) son conocidos
y constituyen una secuencia de entrenamiento que se utiliza para obtener una estimacion inicial
del canal. El orden de este ultimo es m = 3, de tal manera que el nimero de coeficientes de
la matriz de canal es Ny X N, x m = 18. La modulacién considerada es BPSK, por lo que el
alfabeto es binario, S = {—1,+1}.

Por simplicidad, todos los algoritmos se han derivado suponiendo que el canal es un proceso
autorregresivo de primer orden que viene dado por la ecuacién (3.6). Sin embargo, para probar
la robustez de los algoritmos propuestos cuando no se cumple dicha hipétesis, también se han
llevado a cabo simulaciones considerando canales generados mediante el modelo de Clarke
[92]. En este caso, el canal es un proceso estocastico gaussiano (multidimensional) estacionario
en sentido amplio y de dispersion incorrelada (WSSUS, del inglés Wide-Sense Stationary
Uncorrelated Scattering). Cada uno de los coeficientes, h;(i,j), de la matriz de canal H, se
modela entonces como una variable aleatoria gaussiana de media 0 y varianza o7. La funcién
de autocovarianza del proceso discreto {h:(, j)},cy €8

¢(k) = E[he(i, ) hess (i, 7)) = 07 To(2m F4kT) (7.1)

donde J(-) es la funcion Bessel de primera especie y orden cero, 1" es el periodo de simbolo y
F; = (v, /c)F. es el espectro Doppler maximo, siendo v,, = 50 Km/h la velocidad del mévil
(transmisor), ¢ la velocidad de la luz y F. = 2 GHz la frecuencia de portadora. Siempre vamos
a considerar un perfil de potencia plano por lo que la varianza, o7, es la misma para todos los
coeficientes de la matriz de canal, independiente del retardo al que estén asociados.

Todos los algoritmos se van a evaluar en términos de la tasa de error de bit (BER, del inglés
Bit Error Rate) y del error que cometen en la estimacion del canal. En relacién a esto tltimo, la
métrica utilizada es el error cuadritico medio (MSE, Mean Square Error) normalizado, que se
define como .
(h —h)) (b —hy)

hh,

MSE, = (7.2)
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donde flt es la estimacion del canal h;. A modo de referencia, en todas las graficas de MSE
se muestra el valor de dicha métrica obtenido por un filtro de Kalman cuando la secuencia
de simbolos es conocida (la curva aparece etiquetada como “KF (simbolos conocidos)”). Este
procedimiento es dptimo siempre y cuando el canal sea un proceso autorregresivo.

Para tener una idea del maximo rendimiento que puede alcanzar un algoritmo en términos
de BER, se ha simulado el algoritmo de Viterbi (explicado en la Seccién 4.1.3 y el Apéndice B)
considerando que el canal es conocido.

Lo que resta del capitulo se ha dividido en dos secciones, cada una de ellas asociada a un
capitulo diferente de la tesis. La primera estd dedicada al andlisis del rendimiento de los métodos
SMC de complejidad reducida propuestos en el Capitulo 5, mientras que en la segunda se
muestran los resultados obtenidos en la simulacion de los algoritmos presentados en el Capitulo
6, que abordan el problema del orden de canal desconocido. Ademas, la estructura de cada
seccion estd estrechamente relacionada con la del capitulo correspondiente.

Todas las graficas que veremos a lo largo de este capitulo proceden de la simulacién
de muchas tramas de datos en las que los simbolos, el canal y el ruido son generados
independientemente. En cada caso se indicard el nimero exacto de tramas utilizadas para
calcular el promedio.

7.1. Nuevos métodos SMC de complejidad reducida para la
igualacion de canales MIMO

En esta seccion compararemos el rendimiento de los algoritmos presentados a lo largo
del Capitulo 5 con algunas de las aproximaciones anteriores descritas en el Capitulo 4. En
particular, en todas las graficas de BER se incluye el rendimiento de:

= Un receptor lineal MMSE andlogo al dado por la ecuacion (5.36) que utiliza las
estimaciones de canal proporcionadas por un filtro de Kalman. Se trata, pues, de un
esquema determinista dirigido por decisiéon (DD) similar al propuesto en [59]. Lo
denotaremos por “KF+MMSE”.

= Un receptor MMSE idéntico al anterior pero, en este caso, utilizando un filtro de Kalman
alimentado con los simbolos verdaderos. Las estimaciones de la matriz de canal son,
por tanto, 6ptimas siempre y cuando el canal evolucione siguiendo el proceso AR que
describe la ecuacion (3.6). En las grificas nos referiremos a él como “KF (simbolos
conocidos)+MMSE”.

= El algoritmo SIS con funcién tentativa 6ptima sin suavizado descrito en la Secciéon 4.2.1
y el Pseudocddigo 4. Servird para ilustrar el maximo rendimiento que puede alcanzar un
algoritmo SMC que no hace ningtn tipo de suavizado. Se ha etiquetado como “SIS opt
(sin suavizado)”.
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= El algoritmo SIS con funcién tentativa 6ptima (y suavizado) explicado en 4.2.2, cuya
implementacion viene dada por el Pseudocodigo 5. Se denota por “SIS opt.”.

= El PSP clésico explicado en la Seccion 4.1.4 utilizando un nimero de supervivientes
equivalente al numero de particulas empleadas por los algoritmos SMC (asi, si M es el
numero de particulas consideradas por los algoritmos SMC, el nimero de supervivientes

por estado del PSP es P = w%) y estimando el canal por medio del filtro de

Kalman.

Vamos a comparar los algoritmos mencionados, por un lado, con los igualadores SMC
basados en variables auxiliares explicados en la Seccién 5.1 y, por el otro, con los métodos
de la Seccion 5.2 que tratan de aproximar la distribucion conjunta del canal y los datos.

7.1.1. Métodos SMC basados en variables auxiliares

En esta seccion estudiaremos el rendimiento de los métodos SMC propuestos en 5.1:

= ¢l basado en la triangularizacion de la matriz de autocorrelacion del canal, que
denotaremos por “MKF-Cholesky”,

= el algoritmo SMC basado en estimadores lineales utilizando el filtro MMSE, etiquetado
como “MKF-MMSE®, y

» ¢l algoritmo SMC basado en estimadores lineales utilizando el filtro de decorrelacidn, al
que nos referiremos como "MKF-Dec”.

La Figura 7.1 muestra la tasa de error de bit de los distintos algoritmos para diferentes
valores de la SNR cuando el numero de particulas es M = 192. Los tres igualadores SMC
propuestos obtienen un rendimiento muy cercano al del algoritmo de filtrado de particulas
que utiliza la funcidn tentativa 6ptima (SIS opt.) con una pérdida de apenas medio decibelio
para tasas de error de bit entre 1072 y 10~%. La pérdida con respecto al algoritmo de Viterbi
(suponiendo el canal conocido) y al PSP, ambos de complejidad exponencial en Ny(m — 1),
es de aproximadamente 2 dB en 10~3. Por otro lado, cualquiera de los filtros de particulas
propuestos supera en rendimiento tanto al igualador SMC 6ptimo sin suavizado, como a los dos
algoritmos que combinan el filtro de Kalman para la estimacion de canal con un receptor MMSE
para la deteccion. En relacion a esto ultimo cabe destacar que el rendimiento del MKF-Dec (el
que mejor funciona de los igualadores SMC propuestos, en este caso) consigue una tasa de error
de bit casi diez veces inferior a la del algoritmo etiquetado KF (simbolos conocidos)+MMSE,
que detecta por medio de un filtro MMSE utilizando las estimaciones de canal proporcionadas
por un KF cuya entrada es la secuencia de vectores de simbolos efectivamente transmitida.

Un fenémeno que llama la atencion en la Figura 7.1 es la ausencia de mejoria en el
rendimiento del SIS opt (sin suavizado) en las regiones altas de la SNR. Es debido a que al
aumentar la SNR (o, equivalentemente, disminuir la varianza del ruido) las f.d.p. objetivo y
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Figura 7.1: BER para distintos valores de la SNR (dB). Los algoritmos SMC utilizan M = 192
particulas. Los resultados estdn promediados sobre 2519 tramas de datos. Modelo de canal AR.
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tentativa' se vuelven mds apuntadas, de tal manera que se necesita una funcién tentativa muy
proxima a la objetivo para que las muestras tomadas de la misma tengan una verosimilitud
significativa. EI SIS opt (sin suavizado), como su propio nombre indica, no lleva a cabo ningin
tipo de suavizado y las diferencias entre las probabilidades que asigna a los distintos vectores
de simbolos se diluyen a medida que aumenta la SNR, lo que dificulta que se muestree el vector
de simbolos realmente transmitido.

0.1 |

MSE

0.01 |-

MKF-Cholesky
MKF-MMSE

MKF-Dec ——
KF + MMSE

SIS opt. —=—

SIS opt. (sin suavizado) —+—

PSP
. KF (simbolqs (:onocidos)I o

i i i
4 6 8 10 12 14
SNR (dB)

0.001

Figura 7.2: MSE para distintos valores de la SNR (dB). Los algoritmos SMC utilizan M = 192
particulas. Los resultados estan promediados sobre 2519 tramas de datos. Modelo de canal AR.

El MSE alcanzado por los diferentes algoritmos en la estimacion de la matriz de canal
se muestra en la Figura 7.2. Al igual que ocurria con la BER, en términos de MSE el
comportamiento de los métodos SMC propuestos también es muy similar y a medida que
aumenta la SNR su rendimiento se aproxima al obtenido por un filtro de Kalman alimentado con
los simbolos verdaderos (KF (simbolos conocidos)). Nétese, asimismo, que el error cometido
en la estimacién de canal por cualquiera de los algoritmos de filtrado de particulas, salvo el
SIS opt (sin suavizado), es considerablemente menor que el cometido por un KF utilizando los
simbolos detectados por un receptor MMSE (KF+MMSE).

'Nétese que ambas son, efectivamente, funciones de densidad de probabilidad (continuas, pues) y asignan un
valor a cada posible vector s; € R2, aunque solo estemos interesados en aquellos que pertenecen al alfabeto,
s; €S8 Ne,
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Obsérvese que, también en términos de MSE, el rendimiento del SIS opt (sin suavizado)
es muy pobre, llegando incluso a empeorar para relaciones sefial a ruido altas. La explicacion
hay que buscarla en el rendimiento del algoritmo en términos de BER, que a partir de SNR
12 practicamente se mantiene constante. Cuando la varianza del ruido es alta, el KF actualiza
su estimacién del canal basandose mas en la ecuacion de estado (la estimacion del canal en el
instante anterior) que en las observaciones. Cuando la varianza del ruido es pequefia (la SNR es
alta) se da la situacion contraria y la bondad de la estimacion del canal esta condicionada por la
exactitud de la ecuacion de observacion, que en este caso depende de los simbolos detectados
(véase la ecuacion (D.2) en el Apéndice D).

En las simulaciones consideradas hasta ahora, el canal ha sido generado siguiendo el
modelo AR utilizado en la derivacién de los algoritmos (véase la ecuacion (3.6)). Sin embargo,
para poner a prueba la robustez de los igualadores propuestos también se han llevado a cabo
simulaciones considerando canales generados mediante el modelo clasico de Clarke [92], ya
explicado anteriormente. La Figura 7.3 muestra la tasa de error de bit frente a la SNR de los
algoritmos cuando la autocorrelacién del canal viene dada por dicho modelo. Con respecto a
las simulaciones hechas considerando un modelo de canal AR, los algoritmos MKF-Cholesky
y MKF-Dec experimentan una ligera pérdida de rendimiento de aproximadamente 0.5 dB.
Los algoritmos MKF-MMSE, Viterbi y PSP, por otro lado, son mds robustos y no sufren una
degradacion del rendimiento perceptible. En cuanto al igualador SMC 6ptimo, una disminucién
de su BER en SNRs altas acorta la distancia que lo separa del PSP.

Estos resultados pueden justificarse a la vista de las curvas de MSE, que se muestran en la
Figura 7.4. El error cometido en la estimacion del canal por el filtro de Kalman alimentado con
los simbolos verdaderos (que sirve como cota inferior del menor error que se puede cometer
en la estimacion del canal) es ligeramente inferior ahora que en el caso del canal AR. Es decir,
los canales generados siguiendo el modelo de Clarke (suponiendo que el movil se desplaza a
50 Km/h) son menos hostiles que los generados considerando el modelo AR especificado. Es
por ello que el SIS opt. (y en menor medida el SIS opt (sin suavizado)) obtienen un mejor
rendimiento (tanto en términos de MSE como de BER). Los igualadores SMC propuestos,
por otro lado, sufren una pequefia degradacion en el rendimiento debido a que el desajuste
en el modelo tiene importancia a la hora de tomar muestras del canal?, que siempre se hace
asumiendo un modelo autorregresivo.

En cualquier caso, puesto que el rendimiento de los algoritmos es esencialmente el mismo
independientemente del modelo de canal considerado, de aqui en adelante Unicamente se
mostrardn las graficas correspondientes al modelo de Clarke, que consideramos mads realista.

7.1.2. Aproximacion de la distribucion conjunta del canal y los datos

En esta seccidn se analizan los resultados numéricos obtenidos para el algoritmo de filtrado
de particulas presentado en la Seccién 5.2, que trataba de aproximar la f.d.p. conjunta del canal

ZRecuérdese que ni el SIS opt. ni el SIS opt (sin suavizado) precisan tomar muestras del canal.
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Figura 7.3: BER para distintos valores de la SNR (dB). Los algoritmos SMC utilizan M =
192 particulas. Los resultados estan promediados sobre 2037 tramas de datos. Modelo de
autocorrelacion de Clarke.
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Figura 7.4: MSE para distintos valores de la SNR (dB). Los algoritmos SMC utilizan M =
192 particulas. Los resultados estan promediados sobre 2037 tramas de datos. Modelo de
autocorrelacion de Clarke.
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y los datos (el canal ya no es, por tanto, una variable auxiliar sino que esta incluido en la f.d.p.
objetivo). Se han simulado dos versiones del mismo que unicamente difieren en el estimador de
canal utilizado,

= el “RLS-SIS”, que hace uso de un procedimiento RLS, y
= e] “LMS-SIS”, que utiliza el algoritmo LMS

(ambos métodos de estimacion fueron explicados en la Seccién 5.2.1).
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Figura 7.5: BER para distintos valores de la SNR (dB). Los algoritmos SMC utilizan M =
192 particulas. Los resultados estin promediados sobre 2037 tramas de datos. Modelo de
autocorrelacion de Clarke.

La Figura 7.5 muestra la BER de los dos algoritmos basados en la aproximacion de la
distribucion conjunta del canal y los datos para distintos valores de la SNR cuando el nimero
de particulas es 192. Claramente la eleccion del estimador de canal es un factor decisivo en
el rendimiento del método explicado en 5.2: para una SNR de 15 dB la tasa de error de bit
del LMS-SIS se sitda en torno a 10~! mientras que el del RLS-SIS se acerca a 1073, Para
esa misma BER el RLS-SIS se encuentra a 3 dB del igualador SMC 6ptimo y a 5 dB del
algoritmo de Viterbi con canal conocido. Por tanto, el rendimiento de este método de filtrado
de particulas (tanto utilizando el estimador de canal RLS como el LMS) es, para relaciones
sefal a ruido altas, considerablemente inferior al alcanzado por los métodos SMC basados en el
uso de variables auxiliares de la Seccion 5.1 (cerca de 2 dB separan sus curvas de rendimiento
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si se comparan las figuras 7.3 y 7.5). Recuérdese sin embargo que, aunque la complejidad
de ambos métodos es polindmica, la constante asociada al RLS-SIS es mucho mas pequefia
que la asociada a cualquiera de los métodos presentados en la Seccion 5.1 y, por tanto, la
carga computacional del algoritmo es considerablemente menor. Ademas, la curva de BER de
éste ultimo algoritmo estd por debajo de la del algoritmo que detecta la secuencia transmitida
utilizando las estimaciones de canal proporcionadas por un filtro de Kalman alimentado con los
simbolos verdaderos (KF (simbolos conocidos)+MMSE), cuya complejidad es también cubica
en el ndmero de flujos de entrada. El RLS-SIS también es claramente superior al SIS opt (sin
suavizado), cuyo rendimiento se ve seriamente afectado por la dispersién temporal del canal.

MSE

RLS-SIS —e—

LMS-SIS —e—
KF + MMSE

SIS opt. —<—

SIS opt. (sin suavizado) —+——
PSP

. KF (simbolqs conocidos) O i i i
4 6 8 10 12 14
SNR (dB)

0.001

Figura 7.6: MSE para distintos valores de la SNR (dB). Los algoritmos SMC utilizan M =
192 particulas. Los resultados estan promediados sobre 2037 tramas de datos. Modelo de
autocorrelacion de Clarke.

El error cometido por los distintos algoritmos en la estimacion del canal se puede observar
en la Figura 7.6. En este caso las diferencias entre el RLS-SIS y el SIS opt., aunque todavia
apreciables, son menos evidentes y el RLS-SIS obtiene un rendimiento muy bueno, superior al
del KF+MMSE. El LMS-SIS, por su parte, no es capaz de seguir la evolucion del canal y para
SNR = 15 dB el MSE que comete en la estimacion del canal es un orden de magnitud superior
al del RLS-SIS.
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7.1.3. Influencia del nimero de particulas

Una de los mayores atractivos de los métodos de Monte Carlo secuenciales es que la
aproximacion que hacen de una distribucion de probabilidad es tanto mejor cuanto mayor es
el numero de particulas empleadas. Asi pues, es posible disminuir la tasa de error de bit de
los algoritmos propuestos incrementando el ndmero de particulas que utilizan. Se ilustra en la
Figura 7.7, en la que se puede observar como la BER de los distintos igualadores decrece con
el numero de particulas para una SNR fija de 15 dB.
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Figura 7.7: Evolucién de la probabilidad a posteriori de los diferentes 6rdenes de canal en
el MLSD-m . Los resultados estdn promediados sobre 12092 tramas de datos. Modelo de
autocorrelacion de Clarke.

7.2. Igualacion de canales MIMO de orden desconocido

Los métodos de igualacion para canales MIMO propuestos en el Capitulo 6 son capaces de
manejar la incertidumbre asociada a un orden de canal desconocido y calcular la probabilidad
a posteriori de cada uno de los posibles valores de éste.

Vamos a suponer que el orden del canal, m, puede tomar valores en el conjunto M =
{2,3,4,5} y vamos a comparar el rendimiento de los algoritmos propuestos en el Capitulo 6
con:
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= un algoritmo de filtrado de particulas basado en la aproximaciéon de la distribucion
conjunta del canal y los datos (Seccion 5.2) haciendo uso del filtro RLS y con perfecto
conocimiento del orden del canal, es decir, el RLS-SIS;

m el PSP convencional descrito en la Seccidon 4.1.4 cuando el orden de canal es conocido
con tantos supervivientes como particulas utiliza el método SMC propuesto;

= ¢l algoritmo de Viterbi cuando el canal es conocido.

Estudiaremos los dos métodos propuestos en el Capitulo 6 para la igualacion de canales
MIMO de orden desconocido en secciones separadas, manteniendo asi la estructura empleada
en su explicacion.

7.2.1. Métodos SMC de complejidad reducida para canales MIMO de
orden desconocido

En primer lugar se muestran los resultados obtenidos para el método SMC de complejidad
reducida presentado en la Seccién 6.4.1, etiquetado en las figuras como “USIS” (del inglés
Unknown channel order SIS). Ademds de comparar su rendimiento con el del RLS-SIS
explicado en la Seccion 5.2, vamos a hacerlo también con tres versiones de dicho algoritmo
considerando un orden de canal incorrecto:

= el “RLS-SIS (m = 2)”, que subestima el orden del canal,
= el “RLS-SIS (m = 4)”, que lo sobreestima por una unidad, y
= ¢l “RLS-SIS (m = 5)”, que lo sobreestima por dos unidades.

La Figura 7.8 muestra la tasa de error de bit de los algoritmos para distintos valores de
la SNR cuando el nimero de particulas es 192. Lo primero que se aprecia es que la curva
correspondiente al algoritmo RLS-SIS subestimando el orden del canal es practicamente plana
y su valor es de 0,2 para SNR = 15 dB, por lo que la utilidad de dicho algoritmo es casi nula.
Esto da una idea de la importancia que tiene una correcta estimacion del orden del canal y
explica por que suele asumirse un valor alto para él (posiblemente mucho mayor del esperado).
Por otro lado, cuando el orden de canal considerado estd una unidad por encima del auténtico, el
RLS-SIS experimenta en este caso una pérdida de aproximadamente 3 dB para tasas de error de
bit cercanas a 1073, Esta pérdida se acentia notablemente cuando el orden de canal considerado
estd dos unidades por encima del verdadero y la diferencia entre la curva del RLS-SIS y la
del RLS-SIS (m = 5) es ya de 5 dB para un BER de 1072, Asf pues, si bien sobreestimar
el orden del canal por una unidad es aceptable en términos de rendimiento?, éste se degrada
paulatinamente a medida que la diferencia entre el orden asumido por el receptor y el verdadero
crece, y tanto es asi que el rendimiento del RLS-SIS considerando m = 5 es ya muy pobre.

3Noétese que, en cualquier caso, existe un incremento en la complejidad computacional.
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Figura 7.8: BER para distintos valores de la SNR (dB). Los algoritmos SMC utilizan M =
192 particulas. Los resultados estan promediados sobre 1185 tramas de datos. Modelo de
autocorrelacion de Clarke.
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El algoritmo propuesto, el USIS, tiene un rendimiento similar al RLS-SIS (m = 4), estando
su curva ligeramente por debajo en regiones bajas de la SNR y ligeramente por encima en las
altas. Por tanto, aunque debido al desconocimiento del orden de canal, m, el filtro de particulas
propuesto sufre una pérdida de rendimiento, ésta es todavia tolerable, y més atin considerando
que se trata de un algoritmo de complejidad cubica.
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Figura 7.9: Evolucion de la probabilidad a posteriori de los diferentes ordenes de canal en
el algoritmo USIS. Los resultados estdn promediados sobre 1185 tramas de datos. Modelo de
autocorrelacion de Clarke.

En cuanto a la estimacién del orden de canal, la Figura 7.9 muestra la evolucién de las
probabilidades a posteriori para los diferentes érdenes de canal calculadas por el USIS a medida
que se va procesando la trama cuando la SNR es 15 dB. Se puede observar que la probabilidad
del orden correcto alcanza muy rapidamente un valor muy cercano a 1 (aproximadamente 0,9
una vez procesadas las 50 primeras observaciones) mientras que la de los restantes 6rdenes de
canal decrece muy rdpidamente (desde el valor que tenian a priori, ﬁ = 0,25), situdndose
hacia la mitad de la trama alrededor de 0,1, para el caso de m = 4 o m = 5, y a valores
practicamente nulos para m = 2.

7.2.2. Igualacion mediante procesado por supervivientes

A continuacién se muestran resultados numéricos obtenidos por el método basado en PSP
para la igualacion de canales MIMO de orden desconocido. Se han simulado dos versiones del
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mismo:

= el “MLSD-m”, que es el método descrito en la Seccion 6.4.2, utilizando filtros de Kalman
para la estimacion del canal, y

= el “MLSD-m (RLS)”, que estima el canal por medio del procedimiento RLS (una de las
modificaciones propuestas para reducir la complejidad del método).
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Figura 7.10: BER para distintos valores de la SNR (dB). Los algoritmos SMC utilizan M =
192 particulas. Los resultados estan promediados sobre 1185 tramas de datos. Modelo de
autocorrelacion de Clarke.

El rendimiento de ambos algoritmos se puede ver en la Figura 7.10, junto con el obtenido por
el USIS en las mismas circunstancias. Se observa que las curvas de BER de ambos algoritmos
estdn muy préximas a la éptima, que viene dada por el Viterbi (con canal conocido), por lo que
su rendimiento es muy superior al del igualador SMC para orden de canal desconocido (el USIS)
descrito en la Seccién 6.4.1. Sin embargo, nétese que dicho rendimiento se consigue a costa de
una complejidad exponencial en el nimero de antenas transmisoras que éste ultimo evita. En
la figura también se aprecia como el MLSD-m consigue una tasa de error de bit ligeramente
inferior a la del PSP cuando el orden del canal es conocido para SNRs altas. Es debido a que,
tal como se vio en la Seccién 6.4.2, el MLSD-m selecciona en todo momento los P mejores
supervivientes globalmente (y no por estado).
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Figura 7.11: Evoluciéon de la probabilidad a posteriori de los diferentes 6rdenes de canal
en el MLSD-m. Los resultados estin promediados sobre 1185 tramas de datos. Modelo de
autocorrelacion de Clarke.
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SNR
3 6 9 12 15
USIS 0.432068 | 0.246414 | 0.079325 | 0.032911 | 0.018565

MLSD-m 0.117300 | 0.011814 | 0.000844 | 0.000000 | 0.000000
MLSD-m (RLS) | 0.168776 | 0.028692 | 0.001688 | 0.000000 | 0.000000
CME supervisado | 0.001688 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000

Tabla 7.1: Frecuencia de error relativa en la deteccion del orden del canal.

La Figura 7.11 muestra la evolucién de las probabilidades a posteriori para los diferentes
ordenes de canal calculadas por el MLSD-m cuando la SNR es 15 dB. La probabilidad asociada
al verdadero orden de canal es practicamente 1 apenas procesadas las 50 primeras observaciones
de la trama, mientras que las de los restantes 6rdenes, especialmente las correspondientes a
m = 2y m = b, decrecen rdpidamente hasta alcanzar valores préximos a 0. Los resultados
obtenidos para el MLSD-m (RLS) son anélogos.

En la Tabla 7.1 se compara la frecuencia de error relativa en la deteccién del orden del
canal de los algoritmos propuestos para la igualacion de canales MIMO de orden desconocido.
Se ha obtenido considerando que el orden detectado por un algoritmo para una determinada
SNR es aquel que tiene una mayor probabilidad al final de la trama. También se incluyen los
resultados que se obtendrian aplicando el criterio CME explicado en la Seccién 6.2.2 cuando los
simbolos son perfectamente conocidos (etiquetado “CME supervisado”). Los resultados estan
promediados sobre 1185 tramas.

Para SNRs altas el CME siempre detecta correctamente el orden del canal cuando se conoce
perfectamente la secuencia de simbolos transmitida. Sin embargo, ésta hipdtesis carece de
sentido en una situacion practica y las simulaciones llevadas a cabo demuestran que cuando
algunos de los simbolos empleados en el cdlculo son erréneos el CME no funciona en absoluto
(1a frecuencia de error relativa en la deteccion del orden del canal es siempre 1).

7.3. Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado por medio de simulaciones el rendimiento de todos los
algoritmos propuestos a lo largo de la tesis. La primera seccion se ha dedicado a los métodos
SMC de complejidad reducida para la igualacion de canales MIMO presentados en el Capitulo
5. Distinguiamos dos grupos: el de los que introducian el canal como una variable auxiliar de la
funcion tentativa y el de los que trataban de aproximar la distribucién conjunta del canal y los
datos. En el primero se encuentran los algoritmos MKF-Cholesky, MKF-Dec y MKF-MMSE,
que tienen una complejidad cubica en el nimero de antenas transmisoras. Los tres obtienen un
rendimiento muy cercano al del igualador SMC 6ptimo (tanto en términos de BER como de
MSE cometido en la estimacion del canal), que tiene una complejidad exponencial en el mismo
parametro. Las curvas de BER de los tres algoritmos son muy similares pero el MKF-MMSE
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proporciona resultados ligeramente mejores cuando la SNR es alta.

Los otros algoritmos de complejidad reducida propuestos, cuya caracteristica fundamental
es la aproximacion de la distribucion conjunta del canal y los simbolos, son el RLS-SIS y el
LMS-SIS. El rendimiento de ambos (y en especial el del LMS-SIS, cuyo estimador de canal
no es capaz seguir la evolucion de éste) es considerablemente peor que el de cualquiera de
los algoritmos anteriormente mencionados. Sin embargo, y a pesar de que su complejidad es
también cuibica en el nimero de antenas transmisoras, el nimero de operaciones que requieren
es mucho menor (la constante asociada a la complejidad es mds pequeiia).

En todo el rango de relaciones sefial a ruido consideradas, la tasa de error de bit obtenida por
cualquiera de los igualadores SMC de complejidad reducida propuestos es menor que la de un
receptor MMSE cuyas estimaciones de canal vienen dadas por un filtro de Kalman utilizando la
secuencia de vectores de simbolos efectivamente transmitida. En todos los casos la complejidad
es cubica en el nuimero de antenas transmisoras. Para el caso de los métodos SMC, es ademas
lineal en el nimero de particulas, pero esta dificultad se puede superar mediante el uso de
hardware paralelo.

Todas las graficas de BER muestran el rendimiento tanto del igualador SMC 6ptimo como
del PSP. Ambos tienen la misma complejidad computacional (exponencial en el nimero de
antenas transmisoras y la memoria del canal) y la tasa de error de bit del segundo estd siempre
por debajo de la del primero. Por tanto, la relacién rendimiento-coste computacional es mejor en
el PSP que en el SIS opt.. Téngase en cuenta, sin embargo, que la complejidad de cualquiera de
ellos es prohibitiva (el SIS opt. inicamente se ha simulado a modo de referencia) y al aumentar
el nimero de antenas transmisoras por encima de un cierto umbral se hace necesario recurrir a
algoritmos cuya complejidad no crezca tan rapidamente con este ntimero.

La segunda seccion de este capitulo analiza los resultados numéricos obtenidos de la
simulacion de los algoritmos propuestos para la igualacion de canales MIMO de orden
desconocido. El USIS extiende los métodos SMC que aproximaban la distribucién conjunta
del canal y los datos (en concreto el RLS-SIS) para manejar la incertidumbre que ahora afecta
al orden del canal. El rendimiento del algoritmo es aproximadamente el mismo que el obtenido
por el RLS-SIS sobreestimando el orden del canal por una unidad. Para una BER de 1072, esto
supone una pérdida de aproximadamente unos 2 dB con respecto al RLS-SIS que conoce el
orden del canal, pero una ganancia superior a los 3 dB con respecto al mismo algoritmo cuando
lo sobreestima por dos unidades. Por otro lado, subestimar el orden del canal practicamente
imposibilita una deteccion fiable de los simbolos transmitidos.

La complejidad del USIS es lineal en el nimero de posibles 6rdenes de canal considerados,
pero sigue siendo cuibica en el nimero de antenas transmisoras.

El otro algoritmo propuesto para la igualacion de canales MIMO de orden desconocido
es el MLSD-m. Estd basado en procesado por supervivientes y, a costa de una complejidad
exponencial en el nimero de antenas transmisoras, alcanza un rendimiento comparable al del
PSP convencional que conoce el verdadero orden del canal (y al del algoritmo de Viterbi, por
tanto).



Capitulo 8

Conclusiones y lineas futuras

8.1. Conclusiones

El objetivo primordial del presente trabajo ha sido la aplicacion de los métodos secuenciales
de Monte Carlo (SMC) al problema de la igualacion de canales MIMO selectivos en frecuencia
y en tiempo. Un sistema de comunicaciones MIMO emplea varias antenas tanto en emision
como en recepcion, lo que da lugar a un incremento en la capacidad del canal. Esto se traduce en
un mejor aprovechamiento del medio de transmisidn, lo cual permite aumentar las prestaciones
del sistema. Pero para ello son necesarias técnicas de procesado de sefial mds sofisticadas
capaces de explotar la dimension espacial del canal.

Los métodos SMC, también conocidos como filtros de particulas, son técnicas estocdsticas
cuyo objetivo es la aproximacion recursiva de distribuciones de probabilidad de interés mediante
muestras y pesos asociados. Normalmente las muestras se obtienen de una distribucion que
recibe el nombre de tentativa, y se ponderan mediante el principio de muestreo enfatizado
secuencial (SIS). Los filtros de particulas se utilizan principalmente para estimar la sefial no
observada en sistemas dindmicos en formato de espacio de estados. El filtro de Kalman (KF)
proporciona la solucién 6ptima a este problema cuando las ecuaciones del sistema verifican
las hipotesis de linealidad y gaussianidad. Sin embargo, su rendimiento se degrada de manera
significativa cuando no se dan tales condiciones. Los métodos de Monte Carlo secuenciales
no imponen tales restricciones, lo que los convierte en una herramienta mucho mas versatil y
general.

Las ecuaciones que utilizamos en el Capitulo 3 para modelar el proceso de transmisién en un
sistema MIMO se pueden interpretar como las ecuaciones que definen un sistema dindmico en
formato de espacio de estados. La secuencia de matrices de canal' y la de simbolos transmitidos
constituyen, en este caso, la sefial no observada (el estado) que queremos estimar a partir de la
secuencia de observaciones. Desde este punto de vista es posible aplicar la metodologia SMC a
la igualacion de canales MIMO, lo cual constituye el tema principal de la tesis.

En la literatura se pueden encontrar algoritmos de filtrado de particulas que resuelven el

'Recuérdese que estamos tratando con canales variantes en el tiempo.
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problema de la igualacion cuasi-Optima de canales MIMO, pero su complejidad es por lo general
exponencial en el nimero de antenas transmisoras. Recordemos que la motivacion para utilizar
un sistema MIMO es en dltima instancia conseguir un aumento en la capacidad del canal, y una
condicién necesaria para ello es incrementar el niimero antenas transmisoras. Un algoritmo cuyo
coste computacional depende exponencialmente del nimero de antenas transmisoras limita (en
la medida en que lo dicte la potencia de calculo disponible) el nimero de ellas que se pueden
emplear y, por tanto, la ganancia en la capacidad que se puede obtener mediante el uso de un
sistema MIMO.

La principal aportacion de este trabajo es el desarrollo de métodos SMC de complejidad
reducida para la igualaciéon de canales MIMO. Los algoritmos a que dan lugar las técnicas
propuestas tienen una complejidad cubica en el nimero de antenas transmisoras y exhiben un
rendimiento muy cercano al del igualador SMC 6ptimo (derivado en el Capitulo 4). Ademas,
estan disefiados para canales (desconocidos) variantes en el tiempo y selectivos en frecuencia,
por lo que son especialmente adecuados en el &mbito de los sistemas de comunicacién moéviles.

También se ha dedicado una parte importante de la tesis al problema que se plantea a la
hora de igualar un canal MIMO cuando el orden del mismo es desconocido. La aproximacion
habitual consistente en sobreestimar dicho pardmetro (asumir un determinado orden de canal
que, supuestamente, estard siempre por encima del verdadero) degrada el rendimiento del
receptor al tiempo que incrementa su complejidad computacional. En el Capitulo 6 hemos
presentado dos métodos capaces de manejar la incertidumbre debida a un orden de canal
desconocido: uno de ellos basado en filtrado de particulas y el otro en procesado por
supervivientes.

8.1.1. Métodos SMC de complejidad reducida

En el Capitulo 5 se presentaron dos métodos de filtrado de particulas para la igualacién
de canales MIMO cuya complejidad computacional es cubica en el numero de antenas
transmisoras. Ambos estdn basados en el uso de una funcion tentativa cuidadosamente disefiada
para evitar calcular en cada instante de tiempo la probabilidad todos los posibles vectores de
simbolos transmitidos.

En el primer método el canal se incluye en la f.d.p. objetivo a modo de variable auxiliar
para facilitar la deteccion de los simbolos transmitidos. Las muestras del mismo se obtienen
en cada particula utilizando la media y covarianza estimadas por un filtro de Kalman a partir
de la secuencia de simbolos asociada a la particula. Haciendo uso de esta metodologia se han
derivado los algoritmos MKF-Cholesky, MKF-MMSE y MKF-Dec. Se diferencian en la manera
de llevar a cabo el muestreo de los simbolos, pero todos ellos emplean el KF para la estimacién
del canal (de ahi el prefijo MKF, Mixture Kalman Filter).

El MKF-Cholesky se basa en triangularizacion de la matriz de autocorrelacion del canal
(mediante la descomposicion de Cholesky) para dotar a las observaciones de una estructura
que permite muestrear los elementos del vector de simbolos transmitidos secuencialmente.
Los algoritmos MKF-MMSE y MKF-Dec, por otro lado, emplean receptores lineales (el



8.1 CONCLUSIONES 135

filtro MMSE y el de decorrelacidn, respectivamente), construidos utilizando las muestras del
canal, para obtener estimaciones blandas de los simbolos transmitidos que sirven, a su vez,
para generar muestras de los mismos. Los tres algoritmos tienen una tasa de error de bits
(BER) muy similar a la del igualador SMC 6ptimo (cuya complejidad es exponencial en el
nimero de antenas transmisoras), la cual a su vez estd préxima a la obtenida por un detector
de maxima verosimilitud con conocimiento perfecto del canal. La curva de BER del MKF-
MMSE, el algoritmo que demuestra un mejor rendimiento cuando la SNR es alta, se encuentra
a aproximadamente 0,5 dB de la del SIS opt. y a algo mds de 1 dB de la del PSP.

El otro método SMC para la igualacién de canales MIMO propuesto en el Capitulo 5 aborda
el problema desde un punto de visto diferente. La idea fundamental es considerar el canal no
como una variable auxiliar que se muestrea por conveniencia y luego se descarta, sino como
parte integrante de la f.d.p. objetivo. Se trata pues, en este caso, de aproximar la distribucion
conjunta del canal y los datos. Este nuevo planteamiento evita el uso de filtros de Kalman,
con lo que se consigue una reduccién en la complejidad del método. Las muestras del canal
se obtienen entonces con la ayuda de simples estimadores de canal adaptativos (empleando
algoritmos tales como el RLS o el LMS). A partir de ellas, y mediante una version simplificada
del receptor MMSE, se calculan estimaciones blandas de los simbolos transmitidos que servirdn
para tomar muestras de los mismos. Los algoritmos RLS-SIS y LMS-SIS implementan el
método descrito haciendo uso de estimadores de canal RLS, el primero, y LMS el segundo.
La complejidad de ambos es también cubica en el nimero de antenas transmisoras, pero el
numero de operaciones que precisan es sensiblemente menor que el requerido por cualquiera de
los algoritmos explicados en la Seccion 5.1 (la constante asociada a la complejidad es menor)
y asi se ha constatado en los tiempos de ejecucion de las simulaciones correspondientes. En
cuanto al rendimiento, el RLS-SIS sélo experimenta una cierta pérdida con respecto a los
algoritmo basados en el uso de variables auxiliares cuando la relacion sefial a ruido (SNR)
es alta. En tal caso, alrededor de 3 dB separan su curva de BER de la del SIS opt. y 3,5 de la del
PSP (cuyo tasa de error de bit, es practicamente equiparable a la que proporciona el algoritmo
de Viterbi con el canal conocido). EI LMS-SIS, por su parte, muestra un rendimiento bastante
pobre, debido fundamentalmente a que el estimador LMS no es capaz de seguir la evolucién
del canal. Asi pues, estos algoritmos encuentran su utilidad en aquellas situaciones en las que
la SNR del sistema no es muy alta o los recursos computacionales son especialmente limitados.

En todas las simulaciones llevadas a cabo, la curva de BER del PSP estd por debajo de la
de cualquiera de los igualadores SMC propuestos, incluido el SIS opt.. Teniendo en cuenta que
tanto el PSP como el SIS opt. tienen la misma complejidad computacional, podemos concluir
que el PSP proporciona una mejor relacion rendimiento/coste computacional. Sin embargo,
mientras que los métodos de filtrado de particulas son susceptibles de ser paralelizados (véase
[50, 93]) (lo que permite reducir drasticamente el tiempo de ejecucion), no ocurre lo mismo con
PSP, cuya implementacion no permite un alto grado de paralelismo debido al acoplamiento
existente entre los distintos supervivientes. Asi pues, utilizando hardware paralelo el SIS
opt. puede alcanzar mayores velocidades de procesamiento con una pérdida muy pequefia de
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rendimiento (en torno a 0,5 dB). Téngase en cuenta, en cualquier caso, que tanto la complejidad
del PSP como la del SIS opt. son exponenciales en el nimero de antenas transmisoras y en
la memoria del canal, lo que hace que ambos algoritmos sean inviables en la mayoria de
situaciones practicas.

Un resultado a destacar es que el rendimiento de cualquiera de los algoritmos SMC de
complejidad reducida presentados en el Capitulo 5 supera en términos de BER al del método
etiquetado “KF (simbolos conocidos)+MMSE”. Este consiste en un receptor lineal MMSE
suavizado cuyas estimaciones de canal vienen dadas por un filtro de Kalman alimentado con los
simbolos verdaderos, y su complejidad es también cuibica en el nlimero de antenas transmisoras.

El material de esta parte de la tesis ha dado lugar a las publicaciones [80, 81, 94, 95].

8.1.2. Canales MIMO de orden desconocido

La longitud (en periodos de simbolo) de la respuesta al impulso de un canal de
comunicaciones es lo que habitualmente se conoce como el orden del mismo. La mayor parte de
los trabajos que se pueden encontrar en la literatura abordando el problema de la igualacién de
un canal MIMO asumen que dicho pardmetro es conocido. Esta situacion dificilmente se da en
la realidad y es una préctica habitual considerar un orden de canal elevado que, supuestamente,
nunca estard por debajo del verdadero. La motivacién detrds de esta tltima aproximacién es
evitar la enorme pérdida de rendimiento que sufre un receptor que subestima el orden del
canal®. Pero sobreestimar el orden del canal (suponer un orden mayor del que realmente
tiene) tampoco es deseable pues da lugar a un incremento en la complejidad computacional
del receptor, por un lado, y a una disminucién de su rendimiento, por el otro, que ademas
se acentia a medida que el orden considerado se aleja (por encima) del auténtico orden de
canal. En relacién a esto ultimo, nétese que el canal de un sistema de comunicaciones mévil
estd cambiando constantemente, por lo que evitar en todo momento subestimar el orden del
mismo (considerando un orden de canal muy elevado) puede suponer sobreestimarlo por varias
unidades, incrementando considerablemente la complejidad del receptor.

En la literatura se pueden encontrar diversas aproximaciones para detectar el orden de un
canal, pero ninguna de ellas lo hace para el caso de un canal MIMO variante con el tiempo.
En el Capitulo 6 se han propuesto dos algoritmos que estiman la probabilidad a posteriori
del orden del canal en un sistema MIMO. Ambos consideran éste ultimo como una variable
aleatoria discreta con distribucidn a priori uniforme que toma valores en un conjunto conocido.
El primero es un algoritmo de filtrado de particulas que extiende lo métodos de complejidad
reducida derivados en la Seccién 5.2 asociando a cada particula un banco de estimadores de
canal, uno por cada posible valor que puede tomar el orden del canal. Haciendo uso de ellos y de
receptores lineales se calculan probabilidades para muestrear los simbolos transmitidos que no
dependen del verdadero orden del canal. A la vista de las simulaciones realizadas, el algoritmo
resultante, denominado USIS (del inglés Unknown channel order-SIS), tiene aproximadamente

Este hecho es corroborado por algunas de las simulaciones llevadas a cabo, cuyos resultados se pueden
encontrar en el Capitulo 7.
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la misma tasa de error de bits que un RLS-SIS sobreestimando el orden del canal por una unidad.
Esto supone una considerable pérdida de rendimiento con respecto al igualador SMC 6ptimo
en las regiones altas de la SNR. Sin embargo, a pesar de la incertidumbre asociada al orden del
canal, el USIS todavia tiene una complejidad ctibica en el nimero de antenas transmisoras.

El otro algoritmo propuesto para la igualacion de canales MIMO de orden desconocido es
determinista y estd basado en el concepto de procesado por supervivientes. Un superviviente
es una secuencia de vectores de simbolos posiblemente transmitida a la que el receptor asocia
un coste. Manteniendo un banco de filtros de Kalman en cada superviviente, uno por cada
posible orden del canal, es posible calcular en cada instante de tiempo la verosimilitud de
cada potencial superviviente independientemente del orden de canal desconocido. El algoritmo
selecciona entonces globalmente los P mejores y descarta los restantes. Se ha denominado
MLSD-m porque es una aproximacion de un detector de maxima verosimilitud (Maximum
Likelihood Sequence Detector o MLSD), que desconoce el valor del pardmetro m (el orden
del canal). A costa de una complejidad exponencial en el nimero de antenas transmisoras, este
sencillo esquema exhibe un rendimiento cercano al del PSP convencional y, por extension, al del
algoritmo de Viterbi que conoce perfectamente el canal. Al final de la Seccion 6.4.2 se propone
una modificacién del algoritmo (utilizando estimadores de canal RLS en lugar de filtros de
Kalman) que consigue practicamente el mismo rendimiento con una reduccién importante en la
complejidad.

Una caracteristica de los métodos propuestos es que calculan en cada instante de tiempo la
f.m.p. a posteriori del orden del canal. Esto permite en un momento dado, y cuando se cumple
una determinada condicion (como puede ser, que una de las probabilidades esta por encima de
un determinado umbral), tomar una decision dura acerca del orden del canal y conmutar a un
algoritmo que considera éste como un pardmetro conocido, con la consiguiente reduccion en la
complejidad e incremento en el rendimiento del algoritmo.

Los resultados obtenidos en esta parte del trabajo han dado lugar a las publicaciones
[96, 97, 98].

8.2. Lineas futuras de investigacion

En esta seccion se dan algunas ideas para extender los resultados de la tesis. Aspectos
relacionados con un andlisis més exhaustivo de los métodos propuestos, que tienen interés de
cara a una implementacion prictica de los mismos, o ideas que pueden servir de base para
nuevos trabajos son algunos de los puntos tratados aqui.

8.2.1. [Evaluacion del rendimiento de los métodos propuestos utilizando
un demostrador MIMO

Todos los métodos propuestos se han sido disefiado (por simplicidad) suponiendo que el
canal sigue un proceso autorregresivo de primer orden. Este no es, sin embargo, el modelo
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empleado en el capitulo de simulaciones. Con la intencién de probar la robustez de los distintos
algoritmos, los canales considerados en dicho capitulo se han generado de acuerdo al modelo de
Clarke [92], ampliamente utilizado y, posiblemente, més realista. Notese sin embargo que, tanto
en un caso como en otro, efectivamente sélo se trata de modelos y, como tales, inicamente son
esquemas tedricos ideados para explicar el funcionamiento de un sistema complejo (el canal
de comunicaciones, en este caso). Por tanto, los resultados obtenidos en un sistema MIMO
real podrian diferir de los predichos por medio de simulaciones. Una manera de evaluar el
rendimiento de un igualador MIMO en una situacidn real es haciendo uso de un demostrador.
Asi pues, una extension interesante a los resultados presentados en este trabajo seria estudiar
los problemas précticos que surgen en la implementacion real de los métodos propuestos.

8.2.2. Paralelizacion

El tiempo de ejecucion de un método de filtrado de particulas se puede reducir
considerablemente mediante el uso de hardware paralelo. Cada particula puede ser propagada
independientemente de todas las demds salvo cuando se hace necesario un paso de remuestreo.
Es lo que representa la Figura 8.1, en la que elementos de procesado diferentes se encargan
de propagar la trayectoria y actualizar el peso de particulas diferentes hasta que tiene lugar una
operacién de remuestreo en el instante ¢ + k. Los métodos de remuestreo tradicionales requieren
que todas las particulas sean examinadas a la vez para determinar cuales se van a replicar. Este es
el mayor cuello de botella que existe en la paralelizacion de un filtro de particulas. Sin embargo,
ya se ha comentado en el Capitulo 2 que recientemente se han propuesto diversos algoritmos
de remuestreo que palian en cierta medida este problema. Qué ganancia en la velocidad de
procesamiento es posible obtener de esta forma y cuales son los algoritmos més adecuados para
el problema que nos ocupa son cuestiones a las que no se ha dado respuesta en el presente
trabajo.

8.2.3. Aplicacion en sistemas de localizacion

Todos los métodos de igualaciéon propuestos generan estimaciones del canal como
subproducto del proceso de deteccion de los simbolos transmitidos. Podemos aprovechar este
hecho para construir un sistema de localizacién basado en asociar a cada posicién un valor
del canal (MIMO) que se estableceria entre un receptor ubicado en ella y una serie de balizas
convenientemente distribuidas en una region del espacio de interés. La posicion de éstas es
conocida y también se dispone de informacién acerca del estado del canal entre ellas y varios
receptores imaginarios ubicados en diferentes posiciones de la region de interés. Todo ello sirve
para, mediante interpolacion, calcular la posicion del receptor dada la estimacién que hace del
canal.
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Figura 8.1: Posible implementacion paralela de los igualadores SMC propuestos. Cada particula
es propagada por un elemento de procesado diferente salvo cuando se lleva a cabo el remuestreo.

8.2.4. Orden de canal desconocido y variante con el tiempo

El Capitulo 6 de la tesis se dedico a la igualacién de canales MIMO de orden desconocido.
Sin embargo, se hizo asumiendo que dicho pardmetro se mantiene constante a lo largo de toda
la trama de datos. Si el tiempo que abarca ésta es muy grande, podria ocurrir que el orden
del canal variase durante la misma, lo cual complicaria su estimacion. Una dificultad adicional
surge si ademds consideramos un orden de canal diferente en cada uno de los subcanales que
constituyen un canal MIMO.

8.2.5. Codificacion turbo

Cualquiera de los igualadores propuestos lleva a cabo una deteccion blanda de los simbolos
transmitidos, es decir, calcula probabilidades para los mismos. Es por ello que los algoritmos
propuestos son susceptibles de ser empleados en un lazo de codificacién turbo. Aunque en
la literatura ya se pueden encontrar trabajos que combinan filtros de particulas con turbo
codigos (véase [25], por ejemplo), es interesante estudiar el rendimiento de un esquema de
tales caracteristicas utilizando los métodos propuestos (dadas las diferencias conceptuales y de
rendimiento existentes entre éstos y los filtros de particulas que tipicamente se encuentran en la
bibliografia).



140 CAPITULO 8



Apéndice A
Derivacion del filtro MMSE

Sea
y=Hs+g (A.1)

la ecuacion que modela los valores observados en las antenas receptoras de un sistema MIMO,
cuando s es el vector de simbolos transmitidos, H la matriz de canal y g el ruido que afecta a
la transmisién. Vamos a suponer que, ademads del vector de observaciones y, estd disponible la
matriz de canal H. Asimismo, E [s] = 0 (la media del vector de simbolos transmitidos es cero),
E [SST} = 021 (los simbolos son independientes entre si) y E [ggT] = Ugl (las componentes de
ruido que afectan a las diferentes antenas receptoras también son independientes), siendo I una
matriz identidad del tamafio adecuado.

Nos planteamos encontrar la estimacion, s, del vector s que minimiza el error cuadratico
medio por medio de un filtro (matricial) lineal F. Es decir, queremos hallar F tal que

F—argminE |[F'y —s[*]. (A2)

Para ello derivaremos la esperanza de la ecuacién (A.2) con respecto a la matriz F'!. Dicha
esperanza se puede desarrollar como

E|[Fy- sf] —E [(FTy )" (FTy-s)]
{ (F'y —s (FTy—s)TH
[T {(Fly—s)(y' F—s")}]
E [Tr {(FTnyF Flys" —sy F+ss')}]
=Tr {FTE [yy ] F} — Tr{FTIE [ysT]} —Tr {IE [syT] F} +
+Tr{E[ss']}, (A.3)

donde Tr {-} denota la traza de la matriz en el argumento.

ISe deriva con respecto a la matriz traspuesta para facilitar los cdlculos
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La derivada con respecto a F' dela esperanza en (A.3) es la suma de las derivadas con
respecto a F' de cada uno de los sumandos y éstas se calculan utilizando las reglas de derivacién
recogidas en el Apéndice F. En concreto,

0
S T {FE [ F} = FTE [yy] THFE [yy'] (A4)
0
aFTr {FTIE [ysT] } =E [ysT]T =E [syT] (A.5)
0 0
S Tr{E [y F) = T {FE[sy"]"} =E[sy'] (A.6)
0 _
FTli Tr{E[ss']} =0, (A7)

donde a% f es la derivada de la funcién escalar f respecto de la matriz A. Utilizando las
ecuaciones (A.4)-(A.7) resulta

0

—E [FTy—s'| =FE[yy"] +FE[yy'] - 2E[sy"]. (A8)

Las esperanzas que aparecen en (A.8) se calculan como:

E

E[Hss 'H' + Hsg' +gs'H' +gg']
E[Hss'H'| +E[Hsg'| +E[gs ' H'| + E [gg]

— HE [ssT] H' + HE [ng] +E [gsT] H +E [ggT] )

=HoH' + o1 (A.9)
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[ss"]HT +E [sg'] = oH', (A.10)

donde se ha tenido en cuenta que, puesto que los simbolos transmitidos son independientes del
ruidoy E[s] =0,E [sg" | =E[s|E [g'] =0,y lo mismo ocurre con E [gs" | = E [sg'] "
Obsérvese que, a la vistade (A.9), E [yyw =K [yyw T, por lo que

aFiT]E [FTy — || =2F"E [yy"] — 2E [sy"] (A11)
y sustituyendo (A.9) y (A.10) en (A.11) resulta
0 2
E [FTy = || =2F" (Ho?H" + 020) — 2020 (A.12)

Finalmente, igualando a cero la matriz de derivadas parciales para hallar el minimo de la funcion
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tenemos

2F" (HolH' + o.1) —20;H' =0
Y
F' (HoiH' + 01) = o;H'
¥
F' =0?H' (Ho?H' +021) (A.13)
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Apéndice B
Deteccion mediante el algoritmo de Viterbi

En un sistema dindmico como el de la Figura 2.4, una secuencia de 7" + 1 estados (desde
0 hasta T") queda completamente determinada por 7' transiciones entre estados, cada una de las
cuales produce una salida. El algoritmo de Viterbi asocia en cada instante de tiempo un coste a
cada posible transicion en funcidn de lo que difiere su correspondiente salida de la observacion.
Asi, una secuencia de estados tiene un coste que viene dado por la suma de los costes de
las transiciones que la originan, y el algoritmo procesa las observaciones secuencialmente
calculando en cada instante el coste de todos los posibles caminos que llegan hasta cada uno
de los estados. Pero en un instante dado, ¢ < 7', se pueden descartar todos los caminos que
llegan a un determinado estado salvo uno, el llamado camino superviviente, que es el camino
de menor coste que llega hasta ese estado en dicho instante de tiempo. El resto de los caminos
que llegan al estado en el instante ¢ nunca podran dar lugar a una secuencia de menor coste en
el instante 7', ya que que las secuencias de estados que pueden ocurrir a partir de ¢t + 1 sélo
dependen del estado en ¢ y no de los estados anteriores (proceso markoviano), por lo que el
coste de cualquier secuencia que vaya de ¢ + 1 a 7" sumado al coste del camino superviviente
serd menor o igual que el coste de esa misma secuencia més el coste de cualquier otro camino
distinto del superviviente (cuyo coste es mayor o igual que el de éste).

Para ilustrar el funcionamiento del algoritmo de Viterbi se utiliza lo que se conoce como
diagrama de trellis. Una diagrama de trellis muestra las transiciones que pueden ocurrir en
el sistema junto con sus entradas y salidas correspondientes. Es una representacién similar
al diagrama de 4rbol, pero mas compacta, en la que cada estado del sistema tiene asociada
una secuencia de nodos (puntos), uno por cada instante de tiempo considerado en el trellis.
Las secuencias de nodos de los diferentes estados se disponen verticalmente para formar una
cuadricula que permite representar las transiciones entre estados mediante flechas que unen dos
nodos situados en instantes de tiempo diferentes. Cada flecha (transicién) se etiqueta mediante
una expresion de la forma x/y, donde « es la entrada que origina la transicion e y es la salida de
la misma. La Figura B.1 muestra un diagrama de trellis tipico asociado a un sistema con cuatro
estados, s1, So, S3 Y S4, dos entradas, x1 y x9, y cuatro salidas, y1, y2, Y3 € Y.

El trellis de la figura representa un sistema invariante en el tiempo, es decir, la salida del
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Figura B.1: Diagrama trellis tipico.

sistema cuando se produce una determinada transiciéon depende tnicamente del estado origen
y de la entrada (obsérvese que el trellis se repite a partir del instante ¢35 y que la primera parte
del mismo se dibuja unicamente para indicar que durante los primeros instantes de tiempo, y
partiendo de un estado inicial dado, s;, no son posibles todas las transiciones). Sin embargo, la
salida asociada a una determinada transicion podria depender también del tiempo, es decir, de
los instantes de tiempo entre los cuales tiene lugar. Es el caso en nuestro modelo de sefal, en el
que el canal cambia en cada instante.

En la seccidén 4.1.3 demostramos que el problema de optimizacion que plantea la deteccion
MYV en el modelo del Capitulo 3 tiene en tltimo término la forma requerida por el VA. En efecto,
el sistema dindmico en formato de espacio de estados que define dicho modelo de sefial se puede
representar por medio de un trellis. A la vista de la ecuacién (3.1), la t-ésima observacion, x;,
depende de los simbolos transmitidos en el instante actual y en los m — 1 anteriores (debido a la
memoria del canal). Entonces, podemos pensar en la secuencia s;_,, +1.+—1 como en el estado del
sistema en el instante ¢t — 1 y en s; como en la entrada que hace que el sistema transite al estado
S:—m+2.¢ ala vez que genera la salida x;. Asi, tenemos que los vectores de simbolos transmitidos
definen la secuencia de estados por la que pasa el sistema y cada uno de ellos da lugar a una
observacion relacionada, de tal manera que se cumple una de las hipdtesis de las que parte el
algoritmo de Viterbi: cada estado tiene su observacion correspondiente, o lo que es lo mismo,
las secuencias estan alineadas.

Explicaremos el funcionamiento del VA sobre un ejemplo basado en el modelo de seal
del Capitulo 3. Vamos a considerar un sistema con una sola antena emisora (N; = 1)
y una sola antena receptora (N, = 1) transmitiendo a través de un canal con memoria
m = 3. En este caso, los vectores de observaciones, X;, y ruido, g,, que aparecen en la
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ecuacion (3.1) son en realidad escalares, y o mismo ocurre con el ¢-€simo vector de simbolos
transmitidos, s;, al estar considerando una tnica antena emisora. Ademas, vamos a considerar
una modulacion BPSK (Binary Phase-Shift Keying), es decir, el alfabeto de los simbolos es
S = {—1,+1}. Sea entonces s1.4 = [—1,+1, —1, —1] la secuencia de simbolos transmitidos y
x1.4 = [—1,66473,0,13799, —0,87508, —1,17578] las observaciones que se obtienen cuando la
varianza el ruido es 03 = 0,01. Supondremos, asimismo, que el canal variante con el tiempo es
conocido, y que sus coeficientes durante los cuatro primeros instantes son:

H, =[0,20,51]

H, = [0,25 0,45 1,05]
H; = 0,22 0,48 1,1]
H, = [0,18 0,40 0,95]

El trellis necesario para llevar a cabo el proceso de deteccion en este ejemplo es bdsicamente
el que aparece en la Figura B.1, pero adecuando las entradas y las salidas de las transiciones
a aquellas que determinan los pardmetros concretos de nuestro sistema. Cada estado del trellis
representa una de las posibles secuencias de m — 1 dltimos vectores de simbolos transmitidos
que, en este caso, son de longitud 1, por lo que cada estado almacena m — 1 = 2 simbolos.
Entonces, el nimero de posibles estados es |S|?> = 4. Por otro lado, y puesto hay una tnica
antena emisora, el nimero de posibles entradas es 2 (el cardinal del alfabeto S). Asi pues,
tendremos un diagrama de trellis con 4 estados y 2 entradas, cuyas transiciones seran las mismas
que las del trellis de la Figura B.1.

Cuando hay sélo dos posibles entradas es habitual indicar a cual de ellas se refiere una
transicion por el trazo de la misa (en lugar de hacerlo explicitamente en la etiqueta). En los trellis
que ilustran el ejemplo dibujaremos con trazo continuo aquellas transiciones cuya entrada es —1
y con trazo discontinuo aquellas cuya entrada es 4-1. Ademads, por simplicidad, cada transicion
no se etiqueta con su salida correspondiente, sino con su coste (que es la diferencia entre la
salida y el valor observado).

Vamos a comenzar la deteccion en el estado [—1,—1], lo cual supone asumir que esos
fueron los dos ultimos simbolos transmitidos antes del comienzo de la trama, s;.4, que
estamos considerando. En el instante ¢;, podemos seguir en el estado ¢, o pasar al estado
[—1,+1], segin el simbolo s; haya sido un —1 o un +1, respectivamente. En el primer
caso, la salida seria H; [—1, —1, —1}T = —1,70 y el coste de la transicion correspondiente
|21 — (—1,70)|> = 0,001244 (en las figuras solo aparecerdn indicadas dos cifras decimales). Si,
por el contrario, el simbolo transmitido fuera +1, la salida seria Hy [—1, —1, —1—1]T =030y
el coste |r; — 0,30|2 = 3,86. La Figura B.2 ilustra este primer paso del algoritmo, tras el cual
tenemos un camino de coste 0,001244 que llega al estado [—1,—1] y otro de coste 3,86 que
llega a [—1, +1]. Puesto que son los tnicos caminos que llegan a dichos estados, ambos serdn
caminos supervivientes.

Despues de procesar la segunda observacion (Figura B.3) tenemos un camino que llega a
cada uno de los posibles estados. Cada uno de ellos constituye, pues, el mejor camino que llega
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Observaciones y1 = —1.66
to 0.0 t1 to t3 ta
[—1, —1]e - . ° ° )
S~ _3.86
[—1,+1]e® o . ° ° °
[+1,—1]® ° ° ° °
[+1,+1]e . ° ° °

Figura B.2: Primera etapa del proceso de deteccion mediante el algoritmo de Viterbi.

a ese estado y todos son caminos supervivientes.
La Figura B.4 muestra el aspecto del trellis en el tercer instante de tiempo. A cada estado
llegan ahora dos caminos:

» Al estado [—1, —1] llegan los caminos

1

o |[-1,-1] = [—1,-1] =5 [-1,—1] =5 [~1, —1]. Coste:0 + 3,56 + 0,86 = 4,42

o [—1,—1] X5 [—1,+1] =5 [+1, 1] =5 [~1, —1]. Coste:3,86 40,98+ 0,24 = 5,08

» Alestado [—1, +1] llegan los caminos

o |[-1,—-1] =5 [~1,—1] =5 [=1,—1] X5 [=1, +1]. Coste:0 + 3,56 + 1,63 = 5,19

o [—1,—1] 5 =1, +1] =5 [+1, 1] =5 [=1, +1]. Coste:3,86+0,98 +2,94 = 7,78

= Alestado [+1, —1] llegan los caminos

o |[-1,—1] =5 [—1,—1] 5 [=1,+1] =5 [+1, —1]. Coste:0 + 0,04 + 0 = 0,04

o [—1,—1] 5 [—1,+1] 5 [+1, +1] =5 [+1, —1]. Coste:3,86+ 1,24 +0,23 = 5,33

= Alestado [+1,+1] llegan los caminos

o |[-1,-1] =5 [=1,—1] 5 [=1,4+1] 5 [+1, +1]. Coste:0 + 0,04 + 5 = 5,04

o [—1,—1] 5 [—1,+1] 5 [+1, +1] 5 [+1, +1). Coste:3,86+1,24+7,16 = 12,26
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Observaciones

to l3 ly
[—1,—1]e< . .
[~1,+1]® . .
[+1,—1]e® ° .
[+1,+1]e ° °

Figura B.3: Segunda etapa del proceso de deteccion mediante el algoritmo de Viterbi.

Observaciones y1 = —1.66 y2 = 0.13799 y3 = —0.87508
to 0.0 t1 3.56 to 0.86 t3 ty
[—1,—1]e< LS .

[—1,+1]® L
[+1,-1]e .
[+1,+1]e °

Figura B.4: Tercera etapa del proceso de deteccion mediante el algoritmo de Viterbi.
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El camino superviviente (el de menor coste) es en todos los casos el primero, y el segundo
camino que llega a cada uno de los estados puede ser descartado para dar lugar al frellis de la
Figura B.5, en la que unicamente se muestran los caminos supervivientes hasta 3.

Observaciones y1 = —1.66 y2 = 0.13799 y3 = —0.87508
to 0.0 t 3.56 to 0.86 t3 ta
(-1, -1]e o N &« R ® °
S~ _0.04 S~ _1.63
[—1,+1]e ° °
[+1, —1]® ° °
[+1,+1]e . ° ) °

Figura B.5: Cuarta etapa del proceso de detecciéon mediante el algoritmo de Viterbi.

En t, (Figura B.6) tenemos, una vez mds, que a cada estado llegan dos caminos procedentes
de los caminos supervivientes del instante de tiempo anterior, y a partir de los costes de éstos
calcularemos los de aquellos. Si denotamos por C! al mejor camino que llega en el instante de

tiempo ¢ hasta el estado i (Cg_l’_l} = [-1,—1] =1 [—1, —1] = [—1, —1] = [—1, —1], por
ejemplo), y por ¢(C!) a su coste asociado, entonces:

» Alestado [—1, —1] llegan los caminos

. C?E‘l"”i[ 1, —1]. Coste:c(CL ™) 40,13 = 4,42 + 0,13 = 4,55

o |CI T 2L 21, —1]. Costere(CS™ ) + 0 = 0,04+ 0 = 0,04

= Alestado [—1, +1] llegan los caminos

o U EL (21, 41). Costere(C] ”)+239 442 +2,39 = 6,81

o LM 2L (21, +1]. Coste:c C[Jrl + 3,63 = 0,04 4 3,63 = 3,67
3

s Alestado [+1, —1] llegan los caminos

o | 2L (41, —1). Costere(Cy ) + 0,20 = 5,19+ 0,20 = 5,39

o CiV T (21, 41]. Costere(CE ) + 0,65 = 5,04 + 0,65 = 5,69
3
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» Alestado [+1, +1] llegan los caminos

o [CbHU AL +1, +1]. Coste:c cl ) 4 9,90 = 5,19 + 5,50 = 10,69
5 3

o CPVH L (41, 41]. Costexe(CLT ) + 7,32 = 5,04 4 7,32 = 12,36
5 3

Observaciones y1 = —1.66 y2 = 0.13799 ys = —0.87508 y4 = —1.17578
to 0.0 t1 3.56 to 0.86 t3 0.13 2
[-1,-1]e « « « »
S~ _0.04 S~ _1.63 S~ 239
[—1,+1]e .
[+1,—1]e .
[+1,+1]e .

Figura B.6: Quinta etapa del proceso de deteccion mediante el algoritmo de Viterbi.

En el instante ¢, el mejor camino global (el camino superviviente de menor coste) es
el segundo camino que llega al estado [—1,—1]. Las entradas que dan lugar a ese camino
(—1,41,—1,—1) constituyen la secuencia mds probablemente transmitida, que en este caso
se corresponde con la secuencia efectivamente transmitida.
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Apéndice C
Estimacion del canal mediante RLS

Consideremos el modelo MIMO genérico dado por la ecuacion
y: = His +g;. (C.1)

Dadas las observaciones y,,, y los simbolos sy.;, el estimador minimos cuadrados (LS, del
inglés Least Squares) para la matriz de canal en el instante ¢ es

t
_ / _ ‘ t—k 2
H; = arg min {T(H)} = arg min {; A7y, — Hsy| } (C.2)
donde A es un factor de olvido. Comenzaremos desarrollando T (H) como
t t
H) = Z ARy, — Hs|[* = Z NPT {(y, — Hsp)(yi — Hsk)T}
k=0 k=0
t t
= > N {(y, — Hs)(y, —s;H)} = Z N R {yy) —

—y,si H' —Hsy, + Hs;s/H'} = Z)\t T {ywye b -
— Tr{y,s;,H'} — Tr {Hsy; } + Tr {Hsks,IHTH (C.3)

Para hallar la matriz de canal, H, que minimiza la funcién escalar de variable matricial
Y (H), vamos a calcular las derivadas parciales de ésta respecto de los elementos de aquella:

0 S ) 0 0
8_HT(H) = ,;:0 P {—Tr {veve } — ST {y,siH"} — ST {Hspy, } +
0
+ _(9HTr {Hsks;HT}l . C4
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Utilizando las reglas del Apéndice F podemos desarrollar la ecuacién (C.4) como
t

0 _
8HT( )= kzo AN [=seyp —seyp +sesp H' + s, H' |
= —2 Z syl 42 Z A s HT (C.5)

e igualando a cero resulta

:—22)\t "Skya +22)\t "spsp H

U
t t

Z N hs s  H = Z N Fsey
k=0 k=0

I

t -1y
HT — (Z )\t_kSkS;—> Z /\t kskyk
k=0 k=0
=R;'P, (C.6)
Los factores R; = ZZ:O Nohgis) y Py = ZZ:O A~Fs,yl que resultan en la ecuacion

(C.6) son, respectivamente, la matriz de correlacion de los simbolos y la matriz de correlacién

cruzada. Podemos escribirlos como
t t

R, = Z MNhsys) = Z MR lgs] s8] = ARy + 58, (C.7)
k=0 k=0
t t
Po=) Nyl =) M sy sy = AP+ sy, (C.8)
k=0 k=0

Para evitar invertir R; podemos utilizar el lema de inversion, que afirma que si A y B son
dos matrices definidas positivas tales que

A=B'4+CD!(C’, (C.9)
donde C y D son matrices de dimensiones compatibles y definidas positivas, entonces
A" =B-BC(D+C'BC)  CB. (C.10)
Definiendo
A=R;
B! =)R,_, =B=)\'R}
C=s;

D=1



tenemos que

R =M'"R — AR s (1+ StT/\_lRt_—llst>_1 s, ATR
A_IR;_llstS:)\_lR;—ll

— )\flRfl -
Pl 148/ AR s,

= AR —gs/ AR

donde
. )\_IR;_llst
148/ A IR s,

g

es un vector de ganancia.
La ecuacion (C.12) se puede reescribir como

8 = /\_lRt_—11St - gtsz)‘_lR;—11St
= (/\_lRt_—ll - gtS;r/\_lRt_—lO St

y sustituyendo (C.11) en (C.12) resulta
g, =R, Is,.
Volviendo ahora a la ecuacion (C.6)

H' =R;'P,
=R, ()\Pt,l + stytT)
= AR, 'P,_; + R, sy,
= AR —gs/ V'R Py + R sy
= Rt_—llpt—l - gts;rRt__11Pt—1 + Rt_lstytT
= HtT—l - gtStTHtT—l + R;lstytT
=H, —gs/H_, +gy/
= H;1 + 8 (YtT - S:Hz—trfl)
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(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15a)
(C.15b)
(C.15¢)

(C.154d)
(C.15¢)

donde las ecuaciones (C.8), (C.11), (C.6) y (C.14) se utilizan en (C.15a), (C.15b), (C.15¢c) y
(C.15d), respectivamente. El Pseudocodigo 12 resume el algoritmo que finalmente resulta.

Pseudocodigo 12 Estimacion del canal mediante RLS

inicializar Ry ' a la matriz identidad

inicializar la estimaci6n del canal H,

para cada nuevo vector de simbolos s;
calcular el vector de ganancia g, por medio de la ecuacién (C.12)
obtener la estimacién del canal en el instante ¢ utilizando (C.15¢)
actualizar la matriz de correlacién de los simbolos usando (C.11)
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Apéndice D
Calculo de p(y;(so.¢, ¥o:¢—1)

Si h; es un vector N,Nym X 1 construido apilando las Nym columnas de la matriz H;
(si Hy = [hy(1),h(2),--- ,hy(Nym)] donde hy(i) es la i-ésima columna de H;, entonces
h, = [h; (1),h/ (2),--- ,htT(Ntm)}T) y agrupamos en una matriz

St — [St—m+1<1)INr7 ey 8t—m+1<Nt>INr7 R St(l)INr7 st St(Nt)INr] ) (Dl)

de tamaifo N, x N, Nym los simbolos implicados en la ¢-ésima observacion, podemos reescribir
las ecuaciones (3.2) y (3.6) que definen nuestro modelo de sefial como

Yy, = S/h, +g, (D.2)

h, = ah,_1 + vy, (D.3)

V)

respectivamente, donde v, es un vector aleatorio gaussiano de media cero y varianza o

Supongamos ahora que conocemos la f.d.p. a priori del canal, p(h_;), y que ésta es
gaussiana. Entonces, la f.d.p. a posteriori p(h:|y,;,So.:) también es gaussiana y se puede
calcular recursivamente mediante el KF [82]. Si

p(ht71|yo:t_1, SO:tfl) =N (htfllﬁt—lht—l; Ct—l\t—l) ) (D.4)
entonces p(h;|yo,_1,80¢-1) =N (ht’Hﬂt—la Ct|t_1), donde

Et\t—l = OéEt—1|t—1 (D.5)
Ciji—1 = a*Cy_yj—1 + 02IN, Nyms (D.6)

y p(ht|y0:t7 SOIt) =N (ht|ﬁt|t7 Ct\t) , donde

Et|t = Et|t—1 + Ky (yt - Stﬁﬂt—l) (D.7)
Cyr = (Iy,nvem — KiSt) Coppr, (D.8)
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, A 1
siendo K; = Ct‘t_lsEZ)T (StCt|t_1S§l)T + ag’tl N,) la matriz de ganancia de Kalman.

El vector Et\t—l y la matriz C,;_; son, respectivamente, la media y la covarianza predictivas
de Kalman en el instante ¢, es decir, la estimacion que el KF hace de 1a media y de la covarianza
de h; utilizando tUnicamente las observaciones hasta el instante ¢ — 1. Las estimaciones que
obtiene de dichos pardmetros cuando emplea también la ¢-ésima observacion son la media y la
covarianza filtradas de Kalman, que se denotan por Eﬂt y Cy;, respectivamente.

Si aplicamos ahora el teorema de la probabilidad total sobre p(y,|So.¢, Yo,_1) tenemos

p(yt|SO:tay0:t—1) = /p(yt’ht|s0:tay0:t—1)dht
= /p(Yt ’hta S0:¢, yO:t—l)p(ht|SO:t7 yo:t—l)dht
= /p(Yt’htast)p(ht|yO;t1;SO:t—1)dht (D.9)

donde se ha utilizado que p(h:|so.t,¥o..—1) = pPhe|So.t—1,¥0.4—1)s yYa que los simbolos
transmitidos en el instante ¢ no aportan ninguna informacion acerca del canal en dicho instante
si no se conoce la observacion y,.

Dado el canal, h;, y matriz con los simbolos que intervienen en la ¢-ésima observacion,
S:, el vector de observaciones y, es gaussiano de media S;h; y covarianza ngNr. Asi pues,
p(¥,|S0:4,Yo,_1) €s la integral del producto de dos densidades gaussianas (cuya media y
covarianza conocemos) y, por tanto, también es gaussiana. Sustituyendo las probabilidades de
la ecuacion (D.9) por la expresion de su f.d.p. se puede llegar a:

B~'['/? Lo/ 2 .
p(yt‘SO:MYO:t—l) = ( 2 )Nr/2|Ct|t—1’1/2 exp _5 |:Yt (Ug,tINr) Yt+

210y,

—T _ j— _
+ Ry, €L By, ) —a"B 1a” (D.10)
donde B = S/ (agvthr)*1 S + C;‘tl_l ya =S8/ (a;tINr)*1 y; + Catl_lﬁt‘t,l. Esta férmula
constituye una expresion cerrada para p(y,|So., Yo.._1) que depende de la media y covarianza
predictivas calculadas por el KF. Manipulando (D.10) se puede demostrar que p(y,|So:t, Yo.1—1)
es gaussiana [76].



Apéndice E

Aproximacion de la esperanza de la matriz
de correlacion de las observaciones

Sea un sistema de comunicaciones MIMO genérico cuyas observaciones vienen dadas por
la ecuacion
y, = Hs, + g, (E.1)

donde y, es el vector de observaciones, s, el de simbolos transmitidos, H la matriz de canal y g,
el ruido aditivo blanco gaussiano. La esperanza de la matriz de correlacion de las observaciones
viene dada, tal como se explicé en el apéndice A, por

R=Elyy, | =Ho’H  + L (E2)
Si disponemos de un conjunto de observaciones, y,, ¥, - - ,¥,;, podemos aproximarla utilizando
la media muestral

R, =E[yy/] = Z YiVh- (E.3)

Sin embargo, a la vista de la ecuacién (E.2), si la matriz de canal H varia con el
tiempo, entonces también lo hard R. Asi pues, si queremos calcular la esperanza de la matriz
de correlacion de las observaciones en el instante ¢, es deseable tener mas en cuenta las
observaciones t-€sima e inmediatamente anteriores (obtenidas con valores mas recientes de
la matriz de canal) que las primeras. Para ello, en lugar de aproximar R por la media de la
ecuacion (E.3), vamos a hacerlo utilizando una media ponderada:

R, =E[yy/]| = ZN S (E.4)

donde A es un factor de olvido y
)\t—i—l 1
Z AF = (E.5)
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La segunda igualdad en (E.5) es debida a que A; es la suma de los elementos de una progresion
geométrica de razén .
Desarrollando entonces el sumatorio en (E.4) resulta

t t

k=1 b =1
t—1 1
A (Z N e £ A yt”) A_;A(H) Vi + v
Mo [ 1 S 1 M 1
_ AE—D—ky oT —vv) =Z2"R ) E.6
A, (Atl 2N | gy = Ryt v (B9
y definiendo
A:Ry’t
M Ay
B'="R,,;=B=—"R!
A, yt—1 = A\, yt—1
C=y,

1
D'=_—=D=A
A, !

podemos utilizar el lema de inversion dado por las ecuaciones (C.9) y (C.10) del Apéndice C
para calcular la inversa de R, ; como

A A A, A
-1 t —1
Ry,t - mRy,tﬂ Y Ryt 1Y: <At+Yt Y Ryt 1Yt> Yt A, Y1
-1
_ A R Ry,t—lyth )\At 1Ry t—1 ' E7)
AN vt Ae+y/ )\At 1Ryt 1Y:

Agrupando finalmente algunos de los términos de (E.7) en un vector de ganancia

-1
yt 1¥:

(E.8)
A +y/ ,\At Ryt 1Yt

g =

resulta

A Ay A Ay
R =-—"— (R} —R,; )= (I- R, , (E
Y,t AAt 1 < gtyt )\At y,t— 1) )\At_l ( gtyt AAt_ ) y,t—1 ( 9)




Apéndice F

Derivada de una traza respecto a una
matriz

En este apéndice se enumeran algunas relaciones utiles para el cédlculo de la matriz de
derivadas parciales de una funcion escalar respecto a una matriz X. Puesto que habitualmente
nos encontramos con problemas de optimizacion cuadraticos en el parametro de interés, los
resultados mostrados se refieren a funciones escalares obtenidas como la traza de un producto
de matrices lineal o cuadratico en X. Todas las relaciones son faciles de demostrar y verificar.

En cuanto a la notacién utilizada, -2 % (f) es una matriz cuyos coeficientes son las derivadas
parciales de la funcion escalar f respecto de los correspondientes elementos en X. Es decir, si
denotamos por [X] ;; al elemento que ocupa la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz X,

entonces 3 of
—f ] = . (E.1)
L9X i 9 [X]zg

Aqui inicamente se muestran las relaciones utilizadas a lo largo de la tesis. Véase [99] para
una coleccion més completa de resultados.

—Tr{C} =0
0
ox T {XBX'} = XB'+XB
0
a—XTr{XTBx} = BX+B'X
9 _ ATRT
ox T{AXB} = A'B

aiTr {XB} = B'

iTr{XTB} = B
iTr{AXT} = A
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Abreviaturas

2G  (sistemas de comunicaciones modviles de) segunda generacion

3G (sistemas de comunicaciones moviles de) tercera generacion

4G (sistemas de comunicaciones mdviles de) cuarta generacion

AIC  An Information Criterion (un criterio de informacion)

AR  autorregresivo (referido a un proceso estocastico)

AWGN Additive White Gaussian Noise (ruido blanco aditivo gaussiano)
BER Bit Error Rate (tasa de error de bit)

BPSK Binary Phase-Shift Keying

CDMA Code Division Multiple Access (acceso multiple por division de c6digo)
CME Conditional Model Estimator

CSI  Channel State Information (informacion del estado del canal)

DD  dirigido por decision

DFE Decision Feedback Equalizer (igualador de decisiones realimentadas)
EM (algoritmo) Expectation-Maximization (esperanza-maximizacion)

f.d.p. funcién de densidad de probabilidad

f.m.p. funcién de masa de probabilidad

FP  filtros de particulas

GPS Global Positioning System (sistema de posicionamiento global)

ii.d. independientes e idénticamente distribuidas

IS Importance Sampling (muestreo enfatizado)
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ISI  inter-symbolic interference (interferencia intersimbdlica)

kbps kilo bits por segundo

KF  Kalman Filter (filtro de Kalman)

LMS Least Mean Squares (minimos cuadrados medios)

LS Least Squares (minimos cuadrados)

MAP Maximum A Posteriori

Mbps Mega bits por segundo

MDL Minimum Description Length (descripcion de menor longitud)
MIMO Multiple Input Multiple Output (multiples entradas multiples salidas)
MISO Multiple Input Single Output (multiples entradas una tnica salida)
MKF Mixture Kalman Filter

MMSE Minimum Mean Square Error (error cuadratico medio minimo)
MSE Mean Square Error (error cuadratico medio)

MV  Miéxima Verosimilitud

OFDM Orthogonal Frequency-Division Multiplexing (multiplexacién por divisién ortogonal
de frecuencia)

PSP per-survivor processing (procesado por supervivientes)
RLS Recursive Least Squares (minimos cuadrados recursivo)

SAGE Space Alternating Generalized EM (EM generalizado con alternancia de espacio de
estados)

SIMO Single Input Multiple Output (una Gnica entrada multiples salidas)

SIR  Sequential Importance Sampling with Resampling (muestreo enfatizado secuencial con
remuestreo)

SIS Sequential Importance Sampling (muestreo enfatizado secuencial)
SISO Single Input Single Output (linica entrada unica salida)

SMC secuenciales de Monte Carlo (métodos)
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SNR Signal-to-Noise-Ratio (relacion sefial a ruido)

UWB Ultra Wide Band (banda ultra ancha)

v.a.  variable aleatoria

VA  Viterbi Algorithm (algoritmo de Viterbi)

WIMAX Worldwide Interoperability for Microwave Access

WLAN Wireless Local Area Network (red inalambrica de area local)

WMAN Wireless Metropolitan Area Network (red inalambrica de drea metropolitana)
WPAN Wireless Personal Area Network (red inalambrica de drea personal)

WSSUS Wide-Sense stationary uncorrelated scattering (estacionario en sentido amplio y de
dispersion incorrelada)
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