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Codificacién (de canal)

Objetivo
Anadir redundancia a la informacién transmitida para ser capaces
de recuperarla atin cuando se produzcan errores.
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Codificacién (de canal)

Objetivo
Anadir redundancia a la informacién transmitida para ser capaces
de recuperarla atin cuando se produzcan errores.

Ejemplo: cédigo de repeticion
e 0 — 000

o1 —111
de manera que, e.g.,

010 — 000111
i Qué deberiamos decidir que se transmitié si recibimos
0101000007

i000 (en lugar de 010)!
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Se puede estudiar este modelo a diferentes niveles de abstraccién...
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Sistema de Comunicaciones Digital

,,,,,,,,,,, transmisor _________ o feeeRr
— A () () ————— q=Afn )
B 4?|Codif|cador |—>|Modulador I‘ f » Demodulador Decisor |7 B
””””””””””””””” n(t) :
ruido AWGN con
DEP No/2

Se puede estudiar este modelo a diferentes niveles de abstraccién...

e Canal digital

o Canal gaussiano
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Canal digital
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Canal Gaussiano (con entrada digital
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Algunos conceptos bdsicos

e Cadigo
Transformacién de una secuencia de k bits, b € {by,bo, -},
en otra de n > k bits, c € {c1,cp,- - }.

codificacién transmision decodificacién

Bl0]. B[1], - - R
bj G- o b

q[0],qf1], - --
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Algunos conceptos bdsicos

e Cadigo

Transformacién de una secuencia de k bits, b € {by,by,---},
en otra de n > k bits, c € {c1,¢cp, -+ }
codificacién

transmision decodificacién

o
q[0]. q[1], - --

o

i=1,.. 2K i=1,.. 2K

@ Probabilidad de error de b;

Pi=Prib#bjlb=b;}, i=1,...,2%

o Probabilidad de error méaxima: P1"¥ = max; P!
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Algunos conceptos bdsicos

e Cadigo
Transformacién de una secuencia de k bits, b € {by,bo, -},
en otra de n > k bits, c € {c1,cp,- - }.

codificacién transmision decodificacién

Bl0]. B[1], - - R
bj G- o b

q[0],qf1], - --

i=1.-.

)

@ Probabilidad de error de b;
Pi=Prib#bjlb=b;}, i=1,...,2%

o Probabilidad de error méaxima: P1"¥ = max; P!
o Tasa: La tasa de un cddigo define el nimero de bits de
informacién k que transporta una palabra cédigo de longitud

n.

2k i=1,.. 2K

R=k/n
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Probabilidad de error de palabra cddigo vs. de bit

@ Pe: probabilidad de error de palabra cédigo

# palabras cédigo incorrectas recibidas %

© " # total de palabras cédigo transmitidas ~ w
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# bits incorrectos
# bits transmitidos

BER =

(si cada palabra cédigo transporta un tnico bit de informacidn,

coinciden)
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Probabilidad de error de palabra cddigo vs. de bit

@ Pe: probabilidad de error de palabra cédigo

# palabras cédigo incorrectas recibidas %

© " # total de palabras cédigo transmitidas ~ w

e BER (Bit Error Rate): probabilidad de error de bit

# bits incorrectos
# bits transmitidos

BER =

(si cada palabra cédigo transporta un tnico bit de informacidn,

coinciden)
peor caso — BER = :/XX’; =P,
mejor caso — BER = %X}( = %
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Probabilidad de error de palabra cddigo vs. de bit

@ Pe: probabilidad de error de palabra cédigo

__ # palabras cédigo incorrectas recibidas

v

© " # total de palabras cédigo transmitidas

w

e BER (Bit Error Rate): probabilidad de error de bit

BER =

# bits incorrectos
# bits transmitidos

(si cada palabra cédigo transporta un tnico bit de informacidn,

coinciden)

peor caso — BER =

mejor caso — BER = 2=

vXk

w X k € e

o _Pe} = SBERsF
wxk — k
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Teorema: Codificacién de canal (Shannon, 1948)

Si C es la capacidad de un canal, es posible transmitir a tasa
R < C de forma fiable.
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Teorema: Codificacién de canal (Shannon, 1948)

Si C es la capacidad de un canal, es posible transmitir a tasa
R < C de forma fiable.

Capacidad
Es el maximo de la informacion mutua entre la entrada
y la salida del canal.
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Teorema de Codificacion

Teorema: Codificacién de canal (Shannon, 1948)

Si C es la capacidad de un canal, es posible transmitir a tasa
R < C de forma fiable.

Capacidad
Es el maximo de la informacion mutua entre la entrada
y la salida del canal.

Transmisidn fiable
Existe una secuencia de cddigos (n, k) = (n,nR) tal
que, cuando n — oo, P — 0.
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Teorema de codificacién de canal: ejemplo

0 0
p siendo p la BER del
A o b
1 1 tropia binaria.
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Teorema de codificacién de canal: ejemplo

0 0
p siendo p la BER del
A o b
1 1 tropia binaria.

Sean 4 canales binarios con

p=0,15=C; =039 p=013= G =044
p=017= C3=034 p=0,19= C4 = 0,29

y un cédigo de tasa R =1/3 = 0,33.
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Teorema de codificacién de canal: ejemplo

0 0
p siendo p la BER del
A o b
1 1 tropia binaria.

Sean 4 canales binarios con

p=0,15=C; =039 p=013= G =044
p=017= C3=034 p=0,19= C4 = 0,29

y un cédigo de tasa R =1/3 = 0,33.

/<6Teorema de codificacion de canal

Un cédigo con R=1/3 solo respeta el limite de Shannon en los tres
primeros casos.
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Teorema de codificacién de canal: ejemplo

En la figura se muestra como evoluciona la proabilidad de error de
palabra cédigo con n (solo tiende a 0 cuando R < C).

— p=0,15
=--p=0,13 | i
== p=0,17 |

- p=0,19

500 1000 1500
n n

Figura: Izquierda: escala logaritmica; derecha: escala lineal
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Definiciones

Definicion: Redundancia

El nimero de bits, r = n — k, afnadidos por el codificador.

Permite expresar la tasa del cédigo como R = % =L =1-1
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Definicion: Redundancia

El nimero de bits, r = n — k, afnadidos por el codificador.

Permite expresar la tasa del cédigo como R = % = =1-7

Definicién: Distancia de Hamming...

...entre dos secuencias binarias es el nimero de bits en los que
difieren.

Proporciona una medida de cémo de diferentes son dos secuencias de
bits. Por ejemplo, dy(1010,1001) = 2.
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Definiciones

Definicion: Redundancia

El nimero de bits, r = n — k, afnadidos por el codificador.

Permite expresar la tasa del cédigo como R = % =L =1-

Definicién: Distancia de Hamming...

...entre dos secuencias binarias es el nimero de bits en los que
difieren.

Proporciona una medida de cémo de diferentes son dos secuencias de
bits. Por ejemplo, dy(1010,1001) = 2.

Definicion: Distancia minima de un cédigo

dmin = min du(ci, ;)
i#J
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Codificacién

En el modelo habitual de un sistema de comunicaciones digital,

,,,,,,,,,, transmisor__________ e
e A L sn) GO a=Atn 1
B 47{Cod|f|cador =~ Modulador }: \T/ ;{Demodulador = Decisor h—> B
77777777777777777777777777777 n(t): S
ruido AWGN con
DEP No/2

el esquema de codificacién se coloca antes del sistema

transmisor

its i — e A
Ct:;;?ﬁs;:r Esquema de codificacién [+ B ——+{ Codificador |———]Modulador }-

y tenemos
B[0] = C[0]

B[1] = C[1] palabra cédigo
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Canal digital
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Decodificaciéon dura

@ Decodificacién a nivel de bit

@ Se basa en el

B — Canal digital ——— B

@ La entrada al decodificador son los bits que salen del

[ Detector), los B's.
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Decodificaciéon dura

@ Decodificacién a nivel de bit

@ Se basa en el

B — Canal digital

A~

— B

@ La entrada al decodificador son los bits que salen del

[ Detector), los B's.

@ La métrica utilizada es la distancia de Hamming.
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Decodificaciéon dura

@ Decodificacién a nivel de bit

@ Se basa en el

A~

B — Canal digital ——— B

@ La entrada al decodificador son los bits que salen del

[ Detector), los B's.

@ La métrica utilizada es la distancia de Hamming.

c; = [C'[0], C'[1],--- C'[n — 1]] = i-ésima palabra cédigo
r= [EAE[O], B[1],---B[n— 1]} = palabra recibida
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e Criterio Maximo a Posteriori (MAP): decidir c; si

pleil) > plejlr)  Vi#i
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Decodificacidon dura: criterio de decision

e Criterio Maximo a Posteriori (MAP): decidir c; si

pleil) > plejlr)  Vi#i

@ Si las palabras cédigo son equiprobables, entonces es
equivalente a Maxima Verosimilitud (ML),

p(rlei) > p(rle;) Vi
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e Criterio Maximo a Posteriori (MAP): decidir c; si

pleil) > plejlr)  Vi#i

@ Si las palabras cédigo son equiprobables, entonces es
equivalente a Maxima Verosimilitud (ML),

plrle) > p(rle)  Vi#i
e Las verosimilitudes se pueden expresar en funcién de dy
plrles) = )1 — eehine)

€ = probabilidad de error de bit del canal
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Decodificacidon dura: criterio de decision

e Criterio Maximo a Posteriori (MAP): decidir c; si

pleil) > plejlr)  Vi#i

@ Si las palabras cédigo son equiprobables, entonces es
equivalente a Maxima Verosimilitud (ML),

plrle) > p(rle)  Vi#i
e Las verosimilitudes se pueden expresar en funcién de dy
plrles) = )1 — eehine)

€ = probabilidad de error de bit del canal
@ Sie < 0,5 ML equivale a decidir ¢; si

dy(r,ci) < du(r,c;) YV #i.
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Decodificacidon dura: deteccidn vs. correccion de errores

Suponiendo que ocurrieron errores durante la transmisién, hay dos
escenarios posibles:
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Suponiendo que ocurrieron errores durante la transmisién, hay dos
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(solo detectamos errores sir #¢; i=1,...,2%)
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Decodificacidon dura: deteccidn vs. correccion de errores

Suponiendo que ocurrieron errores durante la transmisién, hay dos
escenarios posibles:
@ No lo detectamos

(solo detectamos errores sir #¢; i=1,...,2%)

@ Lo detectamos, y tenemos que tomar una decisién:

e No nos arriesgamos a corregirlos y solicitamos la retransmision
(no podemos corregir con confianza)
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Decodificacidon dura: deteccidn vs. correccion de errores

Suponiendo que ocurrieron errores durante la transmisién, hay dos
escenarios posibles:

@ No lo detectamos
(solo detectamos errores sir #¢; i=1,...,2%)

@ Lo detectamos, y tenemos que tomar una decisién:
e No nos arriesgamos a corregirlos y solicitamos la retransmision
(no podemos corregir con confianza)
° ’intentamos corregirlos‘
(jjimplica un riesgo!!)
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Decodificacidon dura: deteccidn vs. correccion de errores

Suponiendo que ocurrieron errores durante la transmisién, hay dos
escenarios posibles:

@ No lo detectamos
(solo detectamos errores sir #¢; i=1,...,2%)

@ Lo detectamos, y tenemos que tomar una decisién:
e No nos arriesgamos a corregirlos y solicitamos la retransmision
(no podemos corregir con confianza)
° ’intentamos corregirlos‘
(jjimplica un riesgo!!)

En este Ultimo escenario necesitamos una politica: en este curso
siempre intentamos corregir los errores.
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Decodificacidon dura: deteccidn

@ Detectamos un error de palabra cédigo cuando se producen
menos de d,,;, errores de bit.
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Decodificacidon dura: deteccidn

@ Detectamos un error de palabra cédigo cuando se producen
menos de d,,;, errores de bit.

@ Probabilidad de no detectar que ha ocurrido algtin error (se
tienen que dar dmj, errores)

donde € es la probabilidad de error de bit en el sistema, y dnmin
es la minima distancia entre palabras cédigo.
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Decodificacidon dura: deteccidn

@ Detectamos un error de palabra cédigo cuando se producen
menos de d,,;, errores de bit.

@ Probabilidad de no detectar que ha ocurrido algtin error (se
tienen que dar dmj, errores)

d<z<) (1—e™ 7"

m=dpjn

donde € es la probabilidad de error de bit en el sistema, y dnmin
es la minima distancia entre palabras cédigo.

&Una cota de la probabilidad de error...

...porque hay casos en los que d,j, errores no hacen que una pa-
labra cédigo se convierta en otra = < en lugar de =
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Decodificacién dura: correccidn (siempre corregimos)

@ Se decodifica correctamente si hay menos de dpin/2 bits
erréneos = el cédigo puede corregir hasta

t = |(dmin — 1)/2] errores.
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Decodificacién dura: correccidn (siempre corregimos)

@ Se decodifica correctamente si hay menos de dpin/2 bits
erréneos = el cédigo puede corregir hasta

t = |(dmin — 1)/2] errores.
@ Probabilidad de error de correccién:

Pe < Z <;>em(1—e)”_m

m=t+1
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Decodificacién dura: correccidn (siempre corregimos)

@ Se decodifica correctamente si hay menos de dpin/2 bits
erréneos = el cédigo puede corregir hasta

t = |(dmin — 1)/2] errores.
@ Probabilidad de error de correccién:

Pe < Z <;>em(1—e)”_m

m=t+1

&Una cota de la probabilidad de error...

...puesto que podriamos corregir bien mas de t errores (simple-
mente no estd garantizado) = < en lugar de =



Decodificacién
0000e

Decodificacién dura: correccidn (siempre corregimos)

@ Se decodifica correctamente si hay menos de dpin/2 bits
erréneos = el cédigo puede corregir hasta

t = |(dmin — 1)/2] errores.
@ Probabilidad de error de correccién:

Pe < Z (IZ)em(l—e)"—m

m=t+1

&Una cota de la probabilidad de error...

...puesto que podriamos corregir bien mas de t errores (simple-
mente no estd garantizado) = < en lugar de =

55 Cota aproximada
El primer elemento del sumatorio aproxima bien el error si € es
pequeno y dmni, grande.
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Decodificacion blanda

@ Decodificacidn a nivel de elemento de la constelacion

@ Se basa en el
.

g=A+n

donde n es un vector de ruido gaussiano.

con
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@ Decodificacidn a nivel de elemento de la constelacion

@ Se basa en el
.

g=A+n
donde n es un vector de ruido gaussiano.
@ La entrada al decodificador son los observaciones que salen

del | Demodulador |, los g's.

con
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Decodificacion blanda

@ Decodificacidn a nivel de elemento de la constelacion

@ Se basa en el
.

g=A+n
donde n es un vector de ruido gaussiano.
@ La entrada al decodificador son los observaciones que salen

del | Demodulador |, los g's.

@ La métrica utilizada es la distancia euclidea
m = #£ bits transportados por cada A
& = [A(")[o],A(")[l],.--A(")[n/m— 1]} — j-ésima pal. cod.
¥ = [q[0], q[1],- - - q[n/m — 1]] = palabra recibida

con
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Decodificaciéon blanda: correccion

@ La probabilidad de error de palabra cédigo se puede aproximar

por
P. ~ rQ) ( Ain 2 ) (1)

donde k es el kiss number.

Definicion: kiss number

Es el maximo nimero de palabras cédigo que estdn a
una distancia d,;;, de una dada.
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Ganancia de codificacién

@ Siigualamos la BER con y sin codificacién, la ganancia de
cadificacién se obtiene como

(Eb/NO)sc

= (Eb/No)c
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Ganancia de codificacién

@ Siigualamos la BER con y sin codificacién, la ganancia de
cadificacién se obtiene como

(Eb/NO)sc

= (Eb/No)c

@ Hay que distinguir entre la obtenida con decodificacién dura y
blanda.
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Ganancia de codificacién

@ Siigualamos la BER con y sin codificacién, la ganancia de
cadificacién se obtiene como

. (Eb/NO)sc
= (Eb/No)c

@ Hay que distinguir entre la obtenida con decodificacién dura y
blanda.

Para calcular las E,/Np's individuales, a menudo es (til...

(B)Regla de Stirling

N

Q(x) ~

N =
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Ganancia de codificacién: ejemplo

~VE VE;

A~

Sea una constelacién binaria antipodal 2-PAM (£V/E;), vy el cédigo

b; Cj

00 000
01 011
10 110

11 101
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Ganancia de codificacién: ejemplo - decodificacién dura

@ Este cddigo no corrige errores puesto que
t = |(dmin — 1)/2] =0, y la probabilidad de error de palabra

codigo es
3
Z ( > (1—¢€)""™= 3¢
donde € = Q(+/2Es/Np).
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Ganancia de codificacién: ejemplo - decodificacién dura

@ Este cddigo no corrige errores puesto que
t = |(dmin — 1)/2] =0, y la probabilidad de error de palabra
codigo es
3

Pe < Z <3>6"’(1e)"’" ~ 3¢
m

m=1

donde € = Q(1/2Es/Np).

@ Probabilidad de error de bit

2 oF,
BER ~ 3
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Ganancia de codificacién: ejemplo - decodificacién dura

@ Este cddigo no corrige errores puesto que
t = |(dmin — 1)/2] =0, y la probabilidad de error de palabra

codigo es
3

Pe < Z <3>6"’(1e)"’" ~ 3¢
m

m=1

donde € = Q(1/2Es/Np).

@ Probabilidad de error de bit

BER =~ %30 ( 2Es)

No

@ Y para expresarlo en términos de Ep, tenemos en cuenta
2E, = 3E,, quedando

4E,
BER ~ 2 i}
o(y/im)
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Ganancia de codificacién: ejemplo - decodificacién blanda

@ Decidimos b a partir de la salida del canal gausiano,

q = (a[0], a[1],q[2]) = (A[0] + n[0], A[1] + n[1], A[2] + n[2])
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Ganancia de codificacién: ejemplo - decodificacién blanda

@ Decidimos b a partir de la salida del canal gausiano,
q = (a[0],q[1], q[2]) = (A[0] + n[0], A[1] + n[1], A[2] + n[2])
@ Equivalente al decisor para la constelacion
~VEs —VE; VEs VEs
~VEs |, VEs |, VE |, |—-VEs
—VEs VEs —VEs VEs

que tiene distancia (euclidea) minima dpj, = 2/2Es
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Ganancia de codificacién: ejemplo - decodificacién blanda

@ Decidimos b a partir de la salida del canal gausiano,
q = (a[0],q[1], q[2]) = (A[0] + n[0], A[1] + n[1], A[2] + n[2])
@ Equivalente al decisor para la constelacion
~VEs —VE; VEs VEs
~VEs |, VEs |, VE |, |—-VEs
—VEs VEs —VEs VEs

que tiene distancia (euclidea) minima dpj, = 2/2Es
e Utilizando (1) la probilidad de error de palabra cédigo es

4E,
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Ganancia de codificacién: ejemplo - decodificacién blanda

@ Decidimos b a partir de la salida del canal gausiano,
q = (a[0],q[1], q[2]) = (A[0] + n[0], A[1] + n[1], A[2] + n[2])
@ Equivalente al decisor para la constelacion
~VEs —VE; VEs VEs
~VEs |, VEs |, VE |, |—-VEs
—VEs VEs —VEs VEs

que tiene distancia (euclidea) minima dpj, = 2/2Es
e Utilizando (1) la probilidad de error de palabra cédigo es

4F,
230 )
@ BER en funcién de Ep:
BER ~2Q 1/%
3N
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Ganancia de codificacién: ejemplo - decodificacién dura

vs. blanda

@ Sin codificar, tenemos que E, = Es y

BER,. = € = Q(v/2Ep/No)
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Ganancia de codificacién: ejemplo - decodificacién dura

vs. blanda

@ Sin codificar, tenemos que E, = Es y

BERs. = € = Q(v/2E,/No)

@ Ganancia con decodificacién dura
e lgualamos BER. y BER..
e Aproximacién: igualamos solo los argumentos de Q(+)

Ep/No)sc
G = (Eo/No)se _ 2/3 ~ —1,76dB

(En/No)c

o jHemos perdido codificando! (I6gico, dado que el cédigo no
corrige errores)
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Ganancia de codificacién: ejemplo - decodificacién dura

vs. blanda

@ Sin codificar, tenemos que E, = Es y

BERs. = € = Q(v/2E,/No)

@ Ganancia con decodificacién dura
e lgualamos BER. y BER..
e Aproximacién: igualamos solo los argumentos de Q(+)

Ep/No)sc
G = (Eo/No)se _ 2/3 ~ —1,76dB

(En/No)c

o jHemos perdido codificando! (I6gico, dado que el cédigo no
corrige errores)

@ Decodificacién blanda

G =4/3~125dB

o Ahora si sacamos partido a |la codificacidn



Cédigos bloque lineales
[ ]

@ Codigos bloque lineales
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(8 Campo de Galois médulo 2 (GF(2))

a+b=(a+b),
a-b=(a-b),



Cédigos bloque lineales
[ le]e}

Cédigos bloque lineales

(8 Campo de Galois médulo 2 (GF(2))

a+b=(a+b),
a-b=(a-b),

Definiciéon: Cédigo bloque lineal

Un cédigo bloque lineal es un cddigo en el que cualquier
combinacién lineal de palabras cédigo es también una palabra
codigo.
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Cédigos bloque lineales

(8 Campo de Galois médulo 2 (GF(2))

a+b=(a+b),
a-b=(a-b),

Definiciéon: Cédigo bloque lineal

Un cédigo bloque lineal es un cddigo en el que cualquier
combinacién lineal de palabras cédigo es también una palabra
codigo.

Propiedades
@ Es un subespacio de GF(2)" con 2k elementos.
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Cédigos bloque lineales

(8 Campo de Galois médulo 2 (GF(2))

a+b=(a+b),
a-b=(a-b),

Definiciéon: Cédigo bloque lineal

Un cédigo bloque lineal es un cddigo en el que cualquier
combinacién lineal de palabras cédigo es también una palabra
codigo.

Propiedades
@ Es un subespacio de GF(2)" con 2k elementos.
@ La palabra todo-ceros pertenece al cédigo.
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Cédigos bloque lineales

(8 Campo de Galois médulo 2 (GF(2))

a+b=(a+b),
a-b=(a-b),

Definiciéon: Cédigo bloque lineal

Un cédigo bloque lineal es un cddigo en el que cualquier
combinacién lineal de palabras cédigo es también una palabra
codigo.

Propiedades
@ Es un subespacio de GF(2)" con 2k elementos.
@ La palabra todo-ceros pertenece al cédigo.
@ Toda palabra tiene al menos otra a dpin.
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Cédigos bloque lineales

(8 Campo de Galois médulo 2 (GF(2))

a+b=(a+b),
a-b=(a-b),

Definiciéon: Cédigo bloque lineal

Un cédigo bloque lineal es un cddigo en el que cualquier
combinacién lineal de palabras cédigo es también una palabra
codigo.

Propiedades
@ Es un subespacio de GF(2)" con 2k elementos.
@ La palabra todo-ceros pertenece al cédigo.
@ Toda palabra tiene al menos otra a dpin.
@ dpmin coincide con el menor peso (nimero de 1s) de las
palabras no nulas.
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Cédigos bloque lineales: estructura

Elementos de un cédigo lineal (n, k)
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Cédigos bloque lineales: estructura

Elementos de un cédigo lineal (n, k)
o b es el mensaje, NN | . |



Cédigos bloque lineales
(o] e}

Cédigos bloque lineales: estructura

Elementos de un cédigo lineal (n, k)
o b es el mensaje, NN | . |

@ c es la palabra cédigo, [ ; |
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Cédigos bloque lineales: estructura

Elementos de un cédigo lineal (n, k)
o b es el mensaje, NN | . |

@ c es la palabra cédigo, [ ; |

@ r es la palabra recibida, | con

]1><n

r=c+e

e eesel ruido_lxn
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Cédigos bloque lineales: estructura

Elementos de un cédigo lineal (n, k)
o b es el mensaje, NN | . |

@ c es la palabra cédigo, [ ;| ., |,
@ r es la palabra recibida, [, . , con

r=c+e

e eesel ruido_lxn

@ G es la matriz generadora,

(para codificar) -
kxn
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Cédigos bloque lineales: estructura

Elementos de un cédigo lineal (n, k)
o b es el mensaje, NN | . |

@ c es la palabra cédigo, [ ;| ., |,
@ r es la palabra recibida, [, . , con

r=c+e

e eesel ruido_lxn

@ G es la matriz generadora,

(para codificar) -
kxn

@ H es la matriz de control (o chequeo) de paridad,
(para decodificar)

n—kxn
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Codificacién

El mapeo b — ¢ se hace multiplicando por una matriz i.e.,

c = bG.
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Codificacién

El mapeo b — ¢ se hace multiplicando por una matriz i.e.,
c = bG.

Recordar:
obeslxk
@ Ges kxn

@ceslxn



Cédigos bloque lineales
[efe] ]

Codificacién

El mapeo b — ¢ se hace multiplicando por una matriz i.e.,
c = bG.

Recordar:
obeslxk
@ Ges kxn

@ceslxn

Eg Propiedad

Cada fila de G es una palabra cédigo.
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Matriz de control de paridad

La matriz de control de paridad, H, es el complemento ortogonal
de G, de manera que

cH' =0 < cis a codeword
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Matriz de control de paridad

La matriz de control de paridad, H, es el complemento ortogonal
de G, de manera que

cH' =0 < cis a codeword

Por conveniencia,

Definicion: Sindrome

El sindrome de la secuencia recibida r es

s=rH" (de dimensiones 1 x (n — k))

Entonces,
s = 0 < r es una palabra cédigo.
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Matriz de control de paridad

La matriz de control de paridad, H, es el complemento ortogonal
de G, de manera que

cH' =0 < cis a codeword

Por conveniencia,

Definicion: Sindrome

El sindrome de la secuencia recibida r es

s=rH" (de dimensiones 1 x (n — k))

Entonces,
s = 0 < r es una palabra cédigo.

ngelacién entre el sindrome y el error

0
s:rHT:(c+e)HT:M+eHT:eHT
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Decodificacion dura: decodificaciéon por sindrome

El exige calcular la dy entre la palabra recibida,
r, y todas las palabras cédigo...pero podemos hacer decodificacién
por sindrome.
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Decodificacion dura: decodificaciéon por sindrome

El exige calcular la dy entre la palabra recibida,
r, y todas las palabras cédigo...pero podemos hacer decodificacién
por sindrome.

De antemano:

Construir una tabla con el sindrome asociado a cada posible error,

error (e) sfndrome(s) (Si varios errores dan lugar al mismo sindro-
me, se elige el mas verosimil, i.e., el de menor

peso)
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Decodificacion dura: decodificaciéon por sindrome

El exige calcular la dy entre la palabra recibida,
r, y todas las palabras cédigo...pero podemos hacer decodificacién
por sindrome.

De antemano:

Construir una tabla con el sindrome asociado a cada posible error,

error (e) sfndrome(s) (Si varios errores dan lugar al mismo sindro-
me, se elige el mas verosimil, i.e., el de menor

peso)

dada la palabra recibida, r:
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Decodificacion dura: decodificaciéon por sindrome

El exige calcular la dy entre la palabra recibida,
r, y todas las palabras cédigo...pero podemos hacer decodificacién
por sindrome.

De antemano:

Construir una tabla con el sindrome asociado a cada posible error,

error (e) sfndrome(s) (Si varios errores dan lugar al mismo sindro-
me, se elige el mas verosimil, i.e., el de menor

peso)

dada la palabra recibida, r:

@ Obtener sindrome s =rH'.
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Decodificacion dura: decodificaciéon por sindrome

El exige calcular la dy entre la palabra recibida,
r, y todas las palabras cédigo...pero podemos hacer decodificacién
por sindrome.

De antemano:

Construir una tabla con el sindrome asociado a cada posible error,

error (e) sfndrome(s) (Si varios errores dan lugar al mismo sindro-
me, se elige el mas verosimil, i.e., el de menor

peso)

dada la palabra recibida, r:

@ Obtener sindrome s =rH'.

@ Buscar en la tabla el patrén de error, e, con ese sindrome
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Decodificacion dura: decodificaciéon por sindrome

El exige calcular la dy entre la palabra recibida,
r, y todas las palabras cédigo...pero podemos hacer decodificacién
por sindrome.

De antemano:

Construir una tabla con el sindrome asociado a cada posible error,

error (e) sfndrome(s) (Si varios errores dan lugar al mismo sindro-
me, se elige el mas verosimil, i.e., el de menor

peso)

dada la palabra recibida, r:

@ Obtener sindrome s =rH'.

@ Buscar en la tabla el patrén de error, e, con ese sindrome

© Deshacer el error
c=r+te
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Cédigos sistematicos

Definicion: Cédigo sistematico

Un cédigo en el que el mensaje siempre aparece en la secuen-
cia codificada (en el mismo sitio).
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Cédigos sistematicos

Definicion: Cédigo sistematico

Un cédigo en el que el mensaje siempre aparece en la secuen-
cia codificada (en el mismo sitio).

Se puede forzar esto a través de la matriz generadora,

G=[lx P| o G=[P I
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Cédigos sistematicos

Definicion: Cédigo sistematico

Un cédigo en el que el mensaje siempre aparece en la secuen-
cia codificada (en el mismo sitio).

Se puede forzar esto a través de la matriz generadora,

G=[lx P| o G=[P I

@ Los k primeros/iltimos bits en ¢ son iguales a by los n — k
restantes son de redundancia.
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Cédigos sistematicos

Definicion: Cédigo sistematico

Un cédigo en el que el mensaje siempre aparece en la secuen-
cia codificada (en el mismo sitio).

Se puede forzar esto a través de la matriz generadora,

G=[lx P| o G=[P I

@ Los k primeros/iltimos bits en ¢ son iguales a by los n — k
restantes son de redundancia.
® Si G = [lx P] se puede demostrar

H=[PT 1,4

Ejercicio

Demuéstralo!!
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Ejemplo de cédigo sistematico: Hamming (7, 4)

Matriz Generadora:
Matriz de control de paridad:

10001 01
G_ 0100 110 1110100
00101 1 1I|H=[01110T10
00010 1 1 1011001
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Ejemplo de cédigo sistematico: Hamming (7, 4)

Matriz Generadora:
Matriz de control de paridad:

10001 01
G_ 0100 110 1110100
00101 1 1I|H=[01110T10
00010 1 1 1011001

Cualquier cédigo de Hamming:
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Ejemplo de cédigo sistematico: Hamming (7, 4)

Matriz Generadora:
Matriz de control de paridad:

10001 01
G_ 0100 110 1110100
00101 1 1I|H=[01110T10
00010 1 1 1011001

Cualquier cédigo de Hamming:

o Es perfecto
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Ejemplo de cédigo sistematico: Hamming (7, 4)

Matriz Generadora:
Matriz de control de paridad:

10001 01
G_ 0100 110 1110100
00101 1 1I|H=[01110T10
00010 1 1 1011001

Cualquier cédigo de Hamming:
o Es perfecto
("] dmin =3
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Ejemplo de cédigo sistematico: Hamming (7, 4)

Matriz Generadora:
Matriz de control de paridad:

10001 01
G_ 0100 110 1110100
00101 1 1I|H=[01110T10
00010 1 1 1011001

Cualquier cédigo de Hamming:
o Es perfecto
@ dmin =3
o k=2 _—j—1yn=2-1VjeN>2
o j=2-(31)
e j=3— (774)
o j=4—(1511)
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Hamming (7,4): ganancia de codificacién

-1® T T T T = ; ;
10 g 1 |—* Sin codif.
B gzraan';c;ai —e— Decod. dura
10-2 | | | —e— Decod. blanda
S -3 | |
o 10 8 E
1074 | E
i ganancia dura »
10—° 2 4 6 8

Ep
No
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Hamming (7, 4): decodificacién

De antemano aplicamos

s=eH’
sobre cada e que suponga un Unico bit erréneo (el cédigo solo
puede corregir 1 bit):

error sindrome
0000000 000
1000000 101
0100000 110
0010000 111
0001000 011
0000100 100
0000010 010
0000001 001
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Hamming (7, 4): decodificacién

De antemano aplicamos

s=eH’
sobre cada e que suponga un Unico bit erréneo (el cédigo solo
puede corregir 1 bit):

error sindrome
0000000 000
1000000 101
0100000 110 -
0010000 111 s=rH = [1100101]
0001000 011
0000100 100
0000010 010
0000001 001

gf Ejemplo: r = [1100101]

= [110]

COHOKR KM
O ORKRRFLEO
—FOORROR

por lo que e = [0100000] y

¢ =r+e=r=[1000101].
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Cédigos equivalentes

-\@’-Calcular H a partir de G

Si el cédigo es sistemdtico, tenemos una manera sencilla de calcular
la matriz de control de paridad...

...pero y si no lo es?
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Cédigos equivalentes

-\@’-Calcular H a partir de G

Si el cédigo es sistemdtico, tenemos una manera sencilla de calcular
la matriz de control de paridad...

...pero y si no lo es? Si el cddigo no es sistematico, se pueden hacer
operaciones sobre su matriz generadora, G, para transformarla en
una de un cédigo sistematico equivalente, G' = [Ik P].
Las operaciones permitidas son:

Sobre filas reemplazar una fila con una combinacién lineal de si

misma y otras filas o intercambiar filas.
Sobre columnas intercambiar columnas.
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Cédigos equivalentes

-\@’-Calcular H a partir de G

Si el cédigo es sistemdtico, tenemos una manera sencilla de calcular
la matriz de control de paridad...

...pero y si no lo es? Si el cddigo no es sistematico, se pueden hacer
operaciones sobre su matriz generadora, G, para transformarla en
una de un cédigo sistematico equivalente, G' = [Ik P].
Las operaciones permitidas son:
Sobre filas reemplazar una fila con una combinacién lineal de si
misma y otras filas o intercambiar filas.
Sobre columnas intercambiar columnas.

Definicién: Cédigos equivalentes

Dos cédigos son equivalentes si tienen las mismas palabras
cédigo (quizas tras reordenar los bits).
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@ Codigos ciclicos



Cédigos ciclicos
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Cddigos ciclicos

fValores de k y n altos

Trabajar con matrices no es eficiente!!
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Cddigos ciclicos

fValores de k y n altos

Trabajar con matrices no es eficiente!!

Definicién: Cédigo ciclico

Es un cédigo bloque lineal en el que cualquier desplazamiento
circular de una palabra cédigo da como resultado otra palabra
cédigo.

En un cddigo ciclico,
e Si[co,c1,...,Ch 1] es palabra cédigo, entonces
[ch-1,¢0,C1,...,Cn2] también lo es

e i.e., cualquier palabra cédigo es igual a otra desplazada
circularmente.
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Representacién polinémica de palabras cédigo

La palabra cédigo [co, c1,- - , ch—1] se representa mediante el
polinomio

c(X)=co+ax+ox®+ - +cp1x"1

i Cémo se consigue

[CO, C1, 0y Cn*l] — [Cnfl7 €, Cn72]

matematicamente?
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Representacién polinémica de palabras cédigo

La palabra cédigo [co, c1,- - , ch—1] se representa mediante el
polinomio

c(X)=co+ax+ox®+ - +cp1x"1

i Cémo se consigue
[co. ety cno1] = [cno1,c0, -, Cn2]
matematicamente? Multiplicando ¢(x) por x médulo (x" — 1), i.e.,
xc(x) = cox + c1x® + 4 cro1x" = cox + -+ Cro1X" + Cpo1 — Cn1
= Cp1(xX" = 1)+ cpo1 4+ cox + ax® + -+ cppx"1

Entonces

(xc(x))xn—1 = cp—1 + cox + ax? 4+ cpox"t

~
[en—1,c0, scn—2]



Cédigos ciclicos
ooe

Codificacién

G - g(x)
matriz polinomio
generadora generador
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Codificacién

G - g(x)
matriz polinomio
generadora generador

La codificacién se lleva a cabo multiplicando, médulo x” — 1, el
polinomio que representa a b; por un polinomio generador g(x),

c(x) = (b(x)g(x))xn_1
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Codificacién

G - g(x)
matriz polinomio
generadora generador

La codificacién se lleva a cabo multiplicando, médulo x” — 1, el
polinomio que representa a b; por un polinomio generador g(x),

c(x) = (b(x)g(x))xn 1

El polinomio generador, g(x),
@ es de grado r = n— k,

@ debe ser un polinomio irreducible
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Decodificacion

H — h(x)
matriz de polinomio de
control de paridad control de paridad
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Decodificacion

H — h(x)
matriz de polinomio de
control de paridad control de paridad

El polinomio de control de paridad, h(x),
@ esdegrador' =n—k—1,
@ debe cumplir
(8(x)h(x))xn—1 = 0.
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Decodificacion

H — h(x)
matriz de polinomio de
control de paridad control de paridad

El polinomio de control de paridad, h(x),
@ esdegrador' =n—k—1,
@ debe cumplir
(8(x)h(x))xn—1 = 0.

Como en cualquier cédigo bloque lineal, podemos hacer
decodificacion por sindrome:

s(x) = (r(x)h(x))xr—1
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