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El canal binario con simbolo borrado (BEC)
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Capacidad:
? C=1-—¢

1

1 e
El modelo es muy simple, pero aln asi...

@ sorprendentemente, la mayoria de propiedades y
afirmaciones que encontramos en nuestra investigacion
de cédigos LDPC sobre BEC son mucho mas generales
(R. Urbanke and T. Richardson, Modern Coding Theory) vy,
ademas,

@ en la capa de enlace de algunos sistemas de comunicaciones
se usan cdédigos correctores de borrado.
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BEC: consideraciones practicas

Transmisidén sin codificar
Probabilidad de error de bit del canal = ¢

Transmisién de bits codificados

b — (o — r
~— ~—
k bits de n bits n observaciones
informacién codificados a la salida del canal

7 qr . . o k
La tasa del cddigo sigue siendo R =

c
palabra cédigo
decodificada
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Teorema de codificacidn

Podemos conseguir una probabilidad de error (de palabra cédigo)
arbitrariamente pequena,

P(¢ # c|r) — 0,

cuando n — oo si la tasa del cédigo estd por debajo de la
capacidad, i.e.,
R < C.

@No queremos esto...
Utilizar n — oo es un derroche de recursos (tiempo, energia).

Objetivo

...disefiar esquemas de codificacion y decodificacién viables que
nos permitan operar cerca de la capacidad del canal.
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Cédigos bloque lineales

o Matriz generadora: ¢ = bG donde b € {0, 1}*.

@ Matriz de control de paridad: cH” =0 Ve e C.
o C es el conjunto de todas las palabras cédigo (codebook)

@ Cada fila de la matriz de control de paridad da lugar a una
restriccion lineal entre los bits codificados.

Para un cédigo Hamming (7, 4),
0 0O

1 110
1 001100 1010101
G = , H=]10 1 1 0 0 1 1
0101010 0001111
1101001
Por tanto...

c1dadesdcr=0
dadegdcr=0
4P csDcgDer=0
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Transmision sobre BEC

0 e 1-< ., @ Cddigo bloque lineal (n, k) con
matrices G y H.

? @ Se envia la palabra cédigo c.

@ Se observa el vector r.

1 e o 1
El canal borra unos bits y otros no:
@ &£ es un conjunto que contiene los indices de los bits borrados

@ R es un conjunto que contiene los indices de los bits recibidos
e EUR=A1,...,n}.

Por tanto, para el BEC
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Decodificacion sobre BEC: ejemplo

e Cédigo Hamming (7,4).

ec=[1 110 0 0 0] esenviado.
er=[1 7 1 0 ? ? 0] es recibido.
e £={2,56} y R ={1,3,4,7}.

Asi pues, el sistema de ecuaciones se puede simplificar

aaPcsdcsder =0 161Pc5p0=0 =0
OP3PEPcr=0; >0P1PcP0=0; > cPcg=1
GPcsPcgPDcyr=0 0P 0=0 sPcg=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones binarias resulta una tnica
solucién € = [1110000] = c.
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Decodificacién sobre el BEC: formulacién general

e Cédigo bloque lineal (n, k) con matrices G y H.

@ Se envia la palabra cédigo c.

@ Se observa el vector r.

@ H¢ es la submatriz de H que se obtiene eligiendo las columnas
cuyo indices estan en £ (y, andlogamente, Hy es...).

Decodificacién éptima maximum a posteriori

Encontrar ¢(&) resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:

c(E)HI = c(R)HL

En el ejemplo anterior:

[cz Cs cs} :[010]

o = O
= O
= = O
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Sistema de ecuaciones lineales para decodificacion MAP

hy
cH' =la o g a 6 o||:|=0
h7
= c1hy + coha + czhs + c;hg + cshs + cghg + czh7 =0
= cohy + cshs + cghg + c1hy + cshz + cshgy + czh7 =0

hy hy
h3
:[cz Cs c6] hs +[c1 3 C7] h =0
he h4
—— 7
HgT W—/
HE

Asi pues,

[Cg Cy C6] HgT:[Cl 3 G4 C7] H77£

h; = j-ésima fila de H' = j-ésima columna de H
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Decodificacion MAP éptima (aproximacién clasica)

Al resolver el sistema de ecuaciones lineales, c(£)H! = c(R)H}
para encontrar c(£), hay dos posibles resultados
o el sistema tiene miltiples soluciones — todas son igualmente
probables y decimos que ha ocurrido un error de
decodificacién.
@ el sistema tiene una Unica solucién — € =rc, y

. eliminacién
[ () ].—[—1 o e ]N=_1

Complejidad computacional:
o Eliminacién de Gauss requiere O (n3) operaciones
o Después de eliminacién, sustitucién hacia atras es O (n)
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Decodificacion subdéptima sobre BEC: ejemplo |

Sea:
e Cédigo Hamming (7,4)
ec=[1 110 0 0 0] esenviada.
or:[l 7?1077 O]esrecibida.

Suponiendo que el sistema ya estd triangularizado y revela toda la
informacion...

( s =0

1 10 C 1
w 01 1| |c| =10
Decodificacién

La complejidad es O (n).
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Decodificacion subdptima sobre BEC: ejemplo I

Otra transmision:
e Cédigo Hamming (7, 4)
oc:[l 1 1 000 O]esenviada.
er=[0 1 7 0 0 ? 7] es recibida.

Ahora,
C3@C7:0
PP =1
cPDcr=0

&Error de decodificacion

No hay ecuaciones con una sola variable. No se puede revelar nin-
guna informacién.

(si utiliziramos decodificacién 6ptima, c3 se obtiene (c3 = 1)
sumando las dos Ultimas ecuaciones)
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Teoria de cédigos moderna vs clasica

Clasica
@ Decodificacién éptima via ML/MAP
con O (n3) operaciones. Restringe los
cédigos que se pueden utilizar en la
practica.

@ Longitud (n) pequeiia porque de lo
contrario la complejidad de
decodificacién es prohibitiva. No
podemos operar cerca de la
capacidad con probabilidad de error
arbitrariamente pequefia.

@ Ejemplos: Cédigos bloque lineales
(BCH, Reed Solomon), cédigos
convolucionales...

Moderna

Decodificacién aproximada
con peor rendimiento pero
mucha menor complejidad
computacional (O (n)
operaciones).

Se consigue operar cerca de
la capacidad con probabilidad
de error arbitrariamente
pequeiia utilizando cédigos
muy largos! (n grande)

Examplos: Cédigos turbo,
LDPC, polares.
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Grafo de Tanner

1010101
H=|01 10011
0001111

Las restricciones dadas por esta matriz se pueden representar
utilizando un grafo de Tanner

Nodos variable
rn r ri3 ra rs e r7

Nodos de paridad
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Algoritmo de propagacién de creencias (belief

propagation)

Inicializacién: los nodos variable envian las obsevaciones del canal a
los nodos de paridad a los que estan conectados:

Mientras haya “7" no resueltos

@ Utilizando la informacién recibida, cada nodo de paridad intenta resolver
el valor de la variable que ha enviado un mensaje “?". Si es posible, envian
el valor obtenido a los nodos variable conectados. Si no, envian “?".

e Sdlo los nodos de paridad con una unica incégnita
pueden hallar el valor de dicha variable!

@ Los nodos variable envian el nuevo valor a los nodos de paridad...o

reenvian el mensaje “7".



Algoritmo de propagacién de creencias (belief

propagation)

Primera iteracion
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Algoritmo de propagacién de creencias (belief

propagation)

Segunda iteracion
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Algoritmo de propagacién de creencias (belief
propagation)

Algunas observaciones:

@ En general, el rendimiento obtenido con el decodificador
subdptimo es bastante malo (muchos errores de
decodificacién).

@ Dada una matrix de control de paridad, H, de dimensiones
(n— k) x n, el nimero de unos por fila puede llegar a ser n.

@ Si una fila tiene an unos, entonces la probabilidad de que se
reciban correctamente an — 1 variables y se borre
exactamente una es

ane(1l — ¢)ten=1)

que tiende a 0 (= error de decodificacién) cuando n — oc.

(a € (0,1) = proporcién de 1s por bit)
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Cédigos LDPC

Cédigos LDPC: cédigos bloque lineales definidos por una matriz de
control de paridad dispersa (sparse)

Hn k)xns cH" =0 vceC

LDPC (3,6) con n = 20

123456 7 8 91011121314 1516171819 20
1 00001000111000010001
00000011001101010000
01100010000000010101
00000101010000001110
11001000000010001010
00000010001101100001
00011101000010100000
10100000100011100000
11110000010000001000
0o 00010100100100000110

La densidad de unos en H es 6/n y la tasa del cédigo R = 0,5.

et b ettt e B
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Forzando una estructura en H

Si el ndmero de unos por fila es siempre 6, e.g.,

0

[Cl c - 620] 1 =0=ca+ot+co+cr+ce+cn=0

...entonces la probabilidad de que una fila en H de lugar a una
ecuacién con una unica incégnita, e.g.,

+?+co+car+ce+ =0
...es
6e(1 — €)°,

y no depende de n. Una ecuacidn con una sola incégnita se puede
resolver...y una vez conocida dicha variable, hay una probabilidad
no nula de que aparezca otra ecuacion en la que sélo hay
una incoégnita. Esta probabilidad tampoco depende de n.
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BER sobre BEC

Tasa de error de bit del cédigo LDPC (3,6) sobre el BEC; n = 28
(o), n=2° (O), n =2 ().

10°

Bit error probability

Asymptotic performance
(threshold)

. . . . . .
0.34 0.36 0.38 04 0.42 0.44 .46 0.48 05
Chanel erasure probability e

Se puede calcular el umbral, €*, analiticamente. Unicamente
depende del patrén de conectividad en la matrix H!.
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